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第 三 章 不定 积分 


$ 1. 
2. 
3 3. 
8 4， 
站 5. 
认 


最 简单 的 不 定 积分 
有 理 函 数 的 积分 法 


无 理 函 数 的 积分 法 ee 


兰 攻 画 歼 的 积分 法 


各 种 超越 函数 的 积 身 法 oo 
卫 数 的 积分 法 的 各 种 例子 


策 四 覃 ” 定 积 分 .0 


8 了 ， 
8 2. 
8 3. 
4. 
# 5. 
8 6. 
8 ?7， 
8 8. 
3 9. 


定 积分 作为 和 的 补 限 …… 


利用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 ……………: 


中 值 定 理 pe 
广义 程 从 ee 


弧 长 的 计算 法 
体积 的 计算 法 ，……… 


旋转 曲面 表面 积 的 计算 法 ee 
年 的 计算 法 ， 重 心 的 坐标 pe 

10， 力 学 和 物理 学 中 的 问题 ………- 
8 11. 


定 积分 的 近似 计算 法 …: 


” 了 总 


第 三 章 不 定 积 分 
$ 1， 最 简单 的 不 定 积分 


1* 乎 定 积 分 的 概念 ”和 荷 Fr 为 连续 国米 及 后 Cr) 一 Friy 刚 


| rerar 下 (xz) 十 避 ， 
式 中 C 为 任意 常数 . 
2 ”个 过 积分 的 基本 性 质 ， 
ca) d[|jrazaz]= zjdzs(6)|ag(zn 一 则 (z) 十 已; 
Ce) |a7rcmnaz = 4|Gceydar (4 = 常数 )， 


Cr exe 十 呈 (zrIczr 一 | reopaz 十 |scraz: 
3 景 简 积 分 表 ， 


， 本 ?十 | 
。 上 dx 一 站 十 人 《好 天 一 1 


和 . | 至 =mlzl+ceezoy， 


dr 人 
1 十 z” | 一 arcctgt 十 捷 ; 


1 十 二 


dz _ 1 
， ji 宅 := | 1 一 过 


| +c; 
本 。 一 一 -一 
w ] 一 


过 工 
机 ， | 一 jn|* 十 wz 十 1 | 十 安 ; 
vd 十 1 


二 工 人 


一 aTCCOS 世 十 对; 


机. |eazr= 筷 +Ce>o,a 天 1 erdz 一 人 十 CC 
人 外 . |sinzaz 一 一 mos 十 三 


区 . |eeszar 一 Sin 关 十 忆 
3 


一 一 呈 ( 匡 和 寺 性 
涪 - | 本 -rc 

屡 吕 Sr 
XE . |shzrax 一 chzr 十 蕊 : 


芭 攻 、 |shzax 一 shr 十 姜 ; 


MIWV . < 一 一 Cthzr 十 亡 


XW . | 乱 一 thz 十 慷 . 
4” 积分 的 基本 方法 
(a) 引信 新 变数 法” 阁 
|7rezyaz 一 下 (Cry 十 心 ， 
则 | reoas 一 Fta) 十 忆 ,起 中心 一 江村) 


{5) 俘 项 积分 法 车 
一 十 


则 jeepax 一 |Aceeyaz 十 [eraz 
(6 代 人 人 革 ”假设 
工 一 慌 旨 起 中 风 太 及 其 导 男 数 斌 ? 为 连续 的 ， 
则 得 | Fear 一 | Feen3g'epae 
Try 分 部 积分 法 若 z 和 mn 为 工 的 可 微分 函数 ， 
册 | 一 Mo 一 |zete 


利用 最 简 积 分 表 , 求 出 下 列 积分 ”: 
1628. |@ 一 工人 
|G 一 工 :sd 一 | cz7 一 2732 十 日 i4 一 半生 


一 ?277 一 9xra 十 后 一 il 十 习 ， 


1629. | ac 
解 12z3(05 一 工 ]4d 


一 | ks2sz: 一 500m 十 150z4 一 20zs 十 交 ] 夺 和 


生 吕 一 125z 十 30z 一 各 玫 十 二 阅 十 C. 


1630. | 一 Cl 一 2zr)fl 一 3znedxr， 
解 |a 一 zf 一 2r)ft 一 373qd 


一 |a 一 明王 十 1 一 让 rr 


2 


zj aa 


浆 
旦 
之 


*# 平 章 在 客 述 本题 及 其 解答 过 程 中 , 凡 出 现 的 函数 ,无 论 是 被 各 国 数 还 是 原 
郴 数 , 均 蚂 认 是 在 有 意 祥 的 定 这 域 上 进行 的 . 例如 最 简 积 分 表 中 工 里 当 = 区 一 2 
时 ,要 求 < 天 0 中 要 求 |z1 关 ti 中 要 求 ]z1<t 以 及 由 中 , 当 取 和 抽 号 时 要 求 
iz| 盖 1 等 等 ,就 未 加 声明 . 在 题解 中 世 有 相当 多 的 类 似 情 况 . 因此 .如 无 特别 土 
明 , 在 一 般 铺 形 下 ,这 些 定 义 域 是 很 容易 被 读者 确定 的 ,此 处 就 不 再 子 以 一 一 指 


明 ， -一 《题解 ?编者 注 . 
总 


1632. fa 二 点 十 贞 jax 
解 | 和 二 至 十 委 |dz=ainlzl 一 全 十 下 
1633，| 三 < 
| 并 1 1 1 
二 一 一 dfx 一 于 -到 区 
解 | -二 工 上 十 工 | 于 


= v 二 2 十 C 


1634. | 鞋 二 和 上 dr 
解 | 一 2 二 dc 
= |( 习 一 2 于 +rijdaz 
一 生 x yy 一 允 2 C 
1635、| 全 二 宇 ar 
解 | f】 一 dc 


一 3 -- 3r- 二 十 3 和 一 jd 


- 入伍 十 于 二 


1636. | 一 点 Yz v 二 dz 


六 工 -上 、 df 十 了 ) 
-一 一 ,可 一 十 萎 
了 工 十 47 4 十 7 了 二 
A2 一 33 
1637，| 立 2 一 和 dx 


解 [二 dx 


=- |(z-。 池 3 二 十 多 8 二] cz 
-2z 一 总 Y73 三 十 写 sgrz 十 C. 


1638. | 十 二 二 dx 


十 Y1 十 2 


3 


区 
工 
人 


过 区 


L 十 工 lur = 工 
< 一 [二 十 志 j]az = Inlz 1 十 二 


- 


一 并 一 arctgxy 十 性， 


1640，| dx， 


1 一 工 : 


解 | 于 dz 人 | 一 1+ | dz 


1] 十 并 


-一 z+ 革 on| 坟 


7 | 十 C， 


1641. 臣 土 3az. 


T 十 3， 4 
得 je 一 儿 + 二 二 jd 
1 
ie 
vv 十 实 十 YL 一 下 


1 一 人 


解 -二 二 十 wT 三 。 


生 
= | -一 -上 +- 他 工 
让 去 
一 arcsiny 十 jnfz 十 v] 十 ) 十 六 


1643. | 守 二 1L= > 过 一 1 dx 
下 


外 「:TT= we Tu 


YX 一 1 


一 证 一 
一 工 十 2pj 坟 于 


1642. 


1] 一 这 


-人 二 二 -二 站) 


一 jn 


十 忆 . 


字 十 wxz 十 工 
1644. | 十 302adr， 
解 十 32dtr 一 | 十 2*6 十 97cfm 


6= 后 
= 让 十 2 mg 十 im 


十 纺 . 


1645. 


1646， 


1647 


1648. 


1649- 


1650. 


lns\ 5 5lmn2 
3 
| 写 dr 
解 |s 二 ex 一 | 一 拭 十 1)dx 
一 本 o 一 十 工 二 CC 
|a 十 sinz 十 COSTJCT， : 


解 |a 十 sinfr 十 cosryeir 一 于 一 cos 十 Sinr 十 七， 


| wl 一 sin2rdr. 
解 ] ww 一 Stmn2dk 一 | AWwVeesY 一 Si 大半 达 工 


一 | enceosz 一 Sin 过)feOSs 工 一 SS 有 位) 村 节 


一 〈sinz 十 cos 工 ) ，38NTeOSY 一 Sin) 十 全 - 


sgezaz 


解 |etg-zdxy 一 | esez 一 12dr 一 一 ctgr 一 工 十 忆 ， 


gzaz 
解 |tezadz 一 | cecx 一 Tc 一 tpgr 一 工 十 世 ， 


了 


1651. | (ashxr 十 如 hzyear 

解 | shz 十 pchzyadxz 一 achx 十 pshz 十 
1652， ezaz 

艇 texdz 一 儿 一 二 jw=z 一 thz+c 
1653， |sanzzaz. 

解 abzzaz 一 ja 十 一 一 下 和 | 一 工 一 cthzr 十 已， 
1554， 证 明 ， 著 

| reraz 一 下 (Cr 十 尼 ， 
风 
| reax 十 dx 一 了 开 (ax 十 的 十 Ce 闪 0 
证 由 | reepaz = Fe 十 已 得 知 严 Cr = 一 rz， 因 
而 有 严 (az 十 旭 = rar 十 提 ， 且 气 [ 工 4 Faz 十 6)] 
一 天 (ez 十 训 ) ,于 是 
各 [二 PCez+o)]= Adez 上 6)， 
所 以 
| reez 十 dr 一 二 开 (Cbx 十 旭 十 慷 . 
求 出 下 列 积分 ， 
好 工 
1655，| 冯 和 
8 


解 上 交 于 2 二 dc 


-| 一 ziaz 


一 一 写 3CT 二 2 二 C 


1661 5 


杂工 
解 | 计生 一 | 一 记 7 7 


1 2 | 
一 atet 忌 上 十 忆 ， 
v 本 2 


本 5 关 |， 
1 一 六 开 


-1 1， w 2 十 袜 
2 ww 一 了 w 3 


十 导 - 


解 1 二- -二 resin|-。 JE 十 忆 - 


16b5 


一 1nlzr ww 3 十 “3z 一 21 十 CC 
霹 
。 | e+eoar 


| e+eydz= 一 《e 十 2) 十 万 . 


1666. | cin 5z 一 sin5aJezx， 
解 | Ginsz 一 sinswdz 一 一 于 cossz 一 zsin5e 十 C， 
二 - 
1667. | z 
Sin 2z 十 王 ] 
才 
解 | < ctg 2z 十 开 | C 
Ca “ 4 
1664。 2 
1 人 
解 | 二 了 | ee 7 十 亡 . 
166y， ES 
他 工 1 cr 下 
解 | 到 十 ( 
Si 


11 


1670. 


1671. 


1672， 


1674. 


167. 


1z 


这 个 
让 十 Sr 


解 | 二 = | 


cshcaz+1D+ch(2z 一 Dadz 


[Edzz+D+TehGzz 一 Dadz 


一 到 ch(2z 十 1) 十 sh(2z 一 1)3 十 C， 


地 人 工 


用 适当 地 变换 被 积 函 数 的 方法 来 求 下 列 积分 ， 


轩 贞 
0 
解 |- 产 


一 交 


|>= 迪 ] 十 荆 5 荆 ， 


< 二 二) - 
2 1 


一 ww 一 冤 十 慷 . 


解 | Y1 十 dr 一 了 | 十 as33edK1 十 za) 


= 二 (1 十 9) 十 C， 


了 人 
1676，| 
zeyr 1fa03 一 2r) 
解 | 5 和 4 3 一 2z 


一 二 ln13 2i2| 十 性 . 


人 
1677，| 本 第 


1TTacl 十 ) 
解 | 去 一 (1 十 区 ?2 
加 1 
zT 直 7 十 人 
区 二 克 
1678，| 二 
df Cr 1 
解 | 二 (CC 
人 
1679，| 六 < 
解 | 去 宅 _ 二 | 一 -2 但 fr 
刀 2 Cr 一 (CVD 
1 4 一 、 
一 一 一 一 -jn | 一 一 一 一 -二 | 十 也 . 
8v2 |z 十 V 了 
1680. | 一 竺 一 
ww yl 十 z) 


解 | 工 _ ， dwr) 
w Tri 十 症 》 1 十 (ws 和 
13 


一 2arc tEE Y 工 十 蕊 ， 
1 
1681， sin 二 ， 二 


- 交 
解 sin 地 


1682. 


| 
1 十 “|+c 
证 


1683. | 一生 二 
二 证 ” -一 
三 地 人 人 
入 上 |: 妃 一 ] 1 
工 | 衬 | /1 一 一 
z| 芋 
=- 一 | 二 一 arcsin ] [十 
本 
[而 
1684. | dz 
《2 十 工 ? 译 


| 地 工 -| 了 合理 开 丰 全 
了 
1 


也 
的 


] ， - 
= 一 到 | + 总 史 安 卫 开 二 


+ 


1 二 人 
[十 总 5 
1685，| 一 2 
【人 一半 ) 汪 
.人 一 马 
解 (zz 一 1)-2d(zz 一 了 
fr 一 1 和 
-~ ce 
全 -一 
1686，| 一 二 <， 
《8z3 十 277?3 
吕 
| 一 ez _ 十 | sz 十 27)-d(8zs 十 27) 
(8zs 十 27) 宇 24 


一 羡 Y5 二 于 十 5， 


1087- | 去 全 亏 
解 由 zl+z>0 知 :人 0 或 了 所 一 1. 
当 站 全 D 时 ， 
| 一空 -- | -7 cf ww rr) 
ve 二 (wa 
一 2lnfgwr 十 w1 十 +z) 十 己 ; 
当 立 之 一 1 时 ， 


15 


1688 


1689， 


1691. 


6 


一 宅 一 -- 一 | 

| 十 浆 ) 

ELvY 一 届 十 z) 
1 二 (vv 下 7) 


中 


cd 一 CL 十 ) 
(一 )C 一 《1 十 7 


一 一 2nCvY 一 闻 十 vv 一 (1 十 xy) 十 CC 
总 之 ,得 


| 


一 2 好 开工 。 


人 于 


| 人 人 
wz 一 ) 


ww 十 六 》 
lnfgv jz 十 1 十 [十 六. 


解 由 xf 人 (1 一 zz >>0 知 :0<，x 所 1 于 是 ,得 


| 去 天 -中 


一 2are sln vv 六 十 忆 ， 


|ze-az 
解 xzereadzr 一 一 去 e 三 (一 人 

一 一 二 co 十 已 

E 全 江 

2 十 e” 

ed 全 ce2 十 ee) 
解 | (2 十 ce) 十 C. 
地 工 
2 ”十 一 
dr te" ) 

解 | 二 秆 ~‖ 和 全 ace +c 


dwr ) 


WY 1 一 《ww 和 i 


1692，| -元 二 去 : 


妥 [2 -- ae 
ww] 十 es ww 二 REe 一 生 


一 一 lntc 一 十 1L 十 ce) 十 世 
| 号 
1693. | dr 


解 | dx 一 | azzadnz) 一 半 Inz 十 忆 ， 


15634. | 
解 | ctlnzr] 
ET 一 lnzrlntclnz) 
dintlnz)3 -lnltntlnzry| 十 CC 
1ntglnzy 


169 殷 . |sinszcosrax. 


和 解 ee 一 |sinszacsinz) 一 于 sinez 十 已 . 
1695，| -之 寺 


解 下 一 一 | osz -iadkeosz) 


COST 人 
世 
一 十 已。 
DSS 二 
1697. |eraz、 
Si SeDsE) 
解 | tgxraxz 一 | sosxGT 克 心 号 


一 一 lnlceccosr| 十 王 . 
17 


1698. [eeerar 


解 Cr 一 | zax __ 过 Si 


全 1 全 全 1 化 


一 Inlsinzr| 十 驻 . 


1699， | ee LT 
嫉 Sn -一 区 个 生 克 

解 | eesz Sn 人 十 COS 二 

SinT 一 CGOS 二 


， 本 。 
一 jcinz 一 全 站 S 症 和 全 《 拉 和 区 一 COS 直 》 


杂 区 


一 六 * Csimnz 一 cosz7 二 C 一 六 v 1 一 sin2zr 十 但 . 
EmeneDSs 荆 
1700，| -Seo 一 dx 
解 ” 当 |al=|2 引 天 0 时 ， 
Sinxrcoszr 


人 2S1n 全 十 丰 ieasz 4 
= 一 二 | SITeOS Te 证 = 一 


当 |a1| 径 12| 时 ， 
sinrcosyr 
VE 
了 好 (sinr) 
2 VDSm 二 丈 


一 -5 Y 《和 一 各 Jsin 十 本 十 仆 


1 .，， 
312Tsin 十 人; 


好 -让 
中 1n2 人 十 而 2COSSE 个 
人 


1701， 款 


stm ww et 名 并 


18 


吕 信 2ch 3 dl 由 到 | 
名 答 -| tb 三 th 二 
了 
一 la 由 亏 | +c. 
本 守 
1706. 亲本 这 


To2ar de 》 
解 | 笃 = B7 十 ee 一 2 办 


一 Zarctgke 十 捷 ， 


Sheh 
1707，、 | 一 
| -二 一 
解 酌 为 
sh 蔗 十 ch 一 《shzr 十 ch2r7z 一 2shzzrehzr 
一 ch?2z 一 寺 shz2z 一 十 人 2 ， 
所 以 ,得 
1 
shzehx | 王 d(ch2z) 
-szcr 1 4 
wshizr 十 cz -上 ,TENepz 
2 
一 At 1 十 SEC 
ch2 
In| ce 十 vSRzTcR| 
2 广 本 人 


1708 [2 


解 ] 二 。 光 th 六 
20 


一 | hz) -scdcthz) 


一 3 wwthz 十 三 . 


SLCT 归 江 


1 十 : 


解 | 生 dz 一 一 | actgza Carct 名 芯 1 


1709. 可 工 。 


一 记 (CarCt 扣 站 十 大 


rr 
| 云 sin.r3 ni VTS 二 
好 一 | Se sinz) 
| 去 Sm 1] 二 妇 fate sin) 


= 一 一 一 一 十 C. 


站 C 号 ]L 工 


. 2 
1711. | Ice 十 YE 二 和 


Intz 十 1 十 和 

风 二 
=|ancz+ ,二 亚 tdrln(z 十 v 工 二 三 7 
一 二 lot(z 十 YITZD) 十 C， 


1712， 人 | 生计 zx 


过 工 ， 


和 十 1 
1 
二 ez 
z 十 1 ， 一 | 1 二 dz 一 | ” 工 
解 和 十 1 二 十 上 | + 
人 五 
1 一 ] 
一 和 TYCe 十 女 ， 
A > WA 站 


21 


1713，[ 赤 二 ax 


解 | 于 1 本 工 


_ 工 寺 
zz- 六 工 3 


| | 三 二 人 |:c 
2v2 (cz+zw2 十 


， 人 
1 《2 二 17 


五 下 了 4 区 
解 【到 -| 二 人 
《cr 十 173 名 (1 十 元 33 
= 一 于 |G+z95aGTz-9 
二 1 


一 二 一 5 一 3 ， 一- 
(1 十 “十 忆 ) TCRSTT 


]5 十 忆 
十 性 


一 人 十 1 一 3r 一 3z 一 1 
158z5 十 133 

3fr "十 3z 十 1 

tc 二 1 十 ( 


1715. |- 


解 当 ” 一 一 2 时 ， 
四 二 工 1 
一 ] 十 龙 :* 

< 一 |- | 
当 ”和 关 一 2 时 ， 
六 二 < dz 

] 十 工 " 一 4 十 之 E 十 [六 中] 

芯 


之 2 


]7T6”， | 二 an 二 dx 


< 人 


和 解 | 1 ln 二 工 ex 


1] 一 开工 一 工 
上 1 十 诗 1 十 症 
一 二 | 工 一 上 | mn | 
一 jnz 1 十 革 

| ] 一 全 


1717 | CDS 民 他 区 
W 2 十 os3T 


解 | 和 SS 下 全 全 加 好 (Sin 
十 CDSD 工 ww 3 一 2Sin2 人 


1 ， 少 
一 -一 一 arc sin .2 十 扎 。 
AAA 民 2 sax| 


1718. 上 os 


一 
S1nm4 .人 -上 CS 人 


SrcosT 
解 cf 


Sm sjn4+ 过 十 cost 亚 


十 人 . 


二 | 一 S1D2Tc 

2 1 一 到 sinz2z 

1 ff2kcos2r) 
1 -二 ceDsE 2 人 


一 一 2 t 和 (CDSZ 小 全。 


1719，| 允 一 宇 < 


解 Eee "了 5 
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于 


] 


1 | 主 一 于 
2(n3 一 ]hn27 | 3 十 入 
和 


1720，| 一 一 天 天 一 一 . 
Vi 十 呈 十 VCT 十 三 入 
解 | 二 二 全 
1 二 zz 二 VE 
一 去 | 好 (1 十 ) 
2， vi 二 天 。V1+ Vi 丈 
_ 人 e+ Y1 十 ) 


扩 1 十 IT 十 2 


一 2 V 1 二 vV1+ 开 十 CC 
用 分 项 积分 法 计算 下 列 积分 : 


1721. |c 一 azoradx 


十 人 


]n 


解 | 一 azyxdz=| cz 一 12 区 十 重工 cd 工 


解 | 关 = -1I+- 开 |z 
1 十 芭 人 1 式 


一 工 - > 十 mn 11L 十 袜 | 十 安 . 


2 
1724.，| 寺 -az 
解 | 放 5dz=|f| 王 sz+9- 且 ax 
一 于 妆 一 全 十 9xz 一 27ln13 十 z| 十 C. 
1725 [qur 
时 和- 站 +i 
一 六 十 in5l1 十 - 寻 ) 十 。 
1726 
解 | 全 二 于 生 一 2 dx __ 站 一 2 一 代 士 6u 
宇 一半 
-用 --: 二 + 卫 二 j|ax 
as 2 二 二 Ce, 
1727、| 二- 过 aez 


和 ( 垃 一 1 十 1 
解 | 去 志 ymdz= (一 0 Gd 


-jc 一 工 ) 中 一 201 一 交 ) -9 十 (一 -IJar 


1 - 1 ] 


”5901 一 站) 芋 人 9 人 一 了 二 55 十 上 


呈 97 二 一 二 
25 


二 
1728、| 二 iaz 
人 过 _ 二 :十 :1 一 全 们 
解 | 二 补 一 [> 到 工 了 十 | 


1 1 sa 工 一 in|1 性 - 
一 于 开 妇 十 可 广 交 十 并 nl|1 十 二 | 十 


人 
池 宁 十 1 十 交工 
了 


中 定 十 1 十 YY 基 一 1 
= 人 池 交 十 1 一 YY 天 一 二 ) 妇 全 


1729. | 


一 羡 [Cz 十 1 和 一 (z 一 1D) 雪 十 C- 
1730. |: 一 5 工 过 率 ， 
解 人 一 时 
1 2 .1 却 
一 |[ 一 言 (2 一 5z) 十 村](2 一 5z) 二 ax 


一 人 [一 二 (2 一 5z) 呈 十 全 (2 一 5x) 二 jz 


5 
一 (2 一 5z) 呈 一 革 (2 一 5z) 汪 十 C 
一 一 (2 一 5z) 和 十 C. 
dd 
1731. 15 
L 1 fd 一 3z) 一 1 
时 5 二 -让 3 


一 二 | [Ga 一 az 汝 一 (1 一 am)-az 
26 


= 去 QL 一 3z 站 一 去 (1 一 3z) 汉 十 C 
一 一 -全 (1 一 3z) 和 十 C- 
1732. 人 岁 ] 十 Tidzr。 
解 二 = 3 十 二 dx 
一 去 | cz 上 DBD 一 DG+z24aCITze) 
一 去 | 5G 十 z2 入 一 (1 二 rd 十 z) 


一 (1 十 zx 和 一 立 (1 十 z2 六 十 C 


” 《1 十 二 ) 王 十 性 . 
1733， | 天 和 癌 和 3 


ear 1 _ _ 1 
解 | 二 7- 加 | zjdz 


=- 二 mn| 于 引 +c， 
1734，| 二 < 了 
解 十 引 5 二 引 人 
ln 车 引 +c 


过 工 
人 扩 CDCT37 


CT 人 1 1 
租 | [去 5 


17 36. 


1 站 


1738. 


1739. 


28 


{ 工 十 在 7 十 而) (4 天 人 


解 | 二 2 人 十 百 守 


] 


一 人 一 5 = <z 


(Ce -5 《 工 十 G 生 下 本 二 


| 
【天 十 GCCr 十 石 ) jaz 


一 3TC tgz 一 - 记 are ft 多 - 志 +C 
cd 
【人 一 了 区区 了 
一 -一 一 人 一 过 
解 | 去 2 = 让 外 远 5 一 云 二 一 
一 工 
一 ln | 一 -一 一 一 | 一 arctg 一 -一 -十 二， 
10 2 2 5 3 
Le 
《 工 十 2 十 3 
LT 工 3 了 
解 | 二 5] dz 
| | 十 3 
一 in (Cr 十 23 十 (， 
| 闻 
4 十 3 十 2 
解 |: TY 上 全 (Cr 
本 十 2 2J6x 十 1ogz 二 27 
-让 | 5 寺 寺 i 一 到 dz 
1， 交 十 上 
7 zaT3 十 C， 
体 开 


1744， 


45. 


1746. 


1747. 


1748. 


30 


一 部 | [eose 一 cos(2z 十 ) 杂工 
一 可 cosa 一 二 sin(2zr 十 a) 十 蕊 ， 


|sinsz = S1m5Tc 


解 1sin3r sin5zdx 一 二 | (coszz 一 cosgz)az 


一 上 sin2zr 一 工 sin8z 十 C， 


4 16 
苹 区 
|ees 避 “ cos 了 了 Gd， 
解 |]ecos 本 *。 CDS 字 dx 一 坪 | COS 十 cos 呈 
一 三 Sm 尼 十 3sin 十 己 . 
sa| 2z 一 二 | * cos| 3z 十 于 jdz. 
解 si 2x 一 全 * cos| 3z 十 二 | dz 
上 . 开 | 5 稀 
一 | [sin| 5z 十 艺 | sin| 工 十 | ja 
_ 工 忒 1 工 Sr 
一 ieos| 5z 十 吾 | 十 六 COS z 十 汪 | 十 万 ， 
|sinszax 
解 |sinszaz=|(cosz- 1 decoszr) 
一 于 cossz 一 cosz 十 C， 
|eosszaz 


和 解 cosszdz 一 | (1 一 Sin2 re si 


jazz 


一 Sin 雹 一 椰 sinz 十 C， 
二 4 号， 1sin* cr。 
解 | zadz 一 | ] | cx 
一 二 || 1 一 2cos2z 十 二 委 | 好 工 


一 去 | G 一 和 ccDS2 之 十 CS4 全 ] 人 下 


一 号 xz 一 1 于 sin2z 十 57 1 ZSIn4Z 十 (， 
1750.、 |eos'2cz， 
和 解 costzaz 一 || 二 cos 必 
一 ] 于 | ass legetz| d 工 
一 间 人 reetnd 


一 辣 x 十 才 sin2 工 十 本 Sin4 工 十 人 


1751， |ectg radr. 


解 ctgzzdxz 一 | (csczz 一 1)dz 一 一 Ct 扣 二 一 水 十 忆 、 


1752. | zaz 
解 |eszaz=|eez “sec2 一 1)d7 
一 | eraagz) 一 |ezraz 


一 亲 tgsz 十 mn |eos 了 | 十 尼 ， 


31] 


其 中 第 二 个 积分 见 1697 题 . 
1753. |simesz sim32retz， 
解 因为 


窟 1 们 一 写 妆 。 sins2r 一 二 (1 一 cos6z) * 二 (3sin2z 一 sin6x》 


一 二 (3sin2x 一 3cos6z RD2T 一 Stm6 
十 SinG6r 。 避 S 和 了 
3 1  ， 妆 ， 
一 总 Sin2 十 ] esin4z 一 sme6x 16simg8z 


十 Sinml 之 卫 
所 以 ,得 


人 _ 二 
|sn 3 Sm 辫 .人 全 全 1 6cOs27 5 4CDS4 


1 3 1 
十 ON 15859s8+ 1575c0s 12r 十 己 ， 


1754. | 才 DOS 和 


dt 工 [人 工 1 
解 | 元 去 。 -一 | 十 | dz 
一 下 十 te 袜 十 女 . 


1755. | 


SLS .下 和 CS 交 “ 
| 巳 口号. 于 
解 瑞生 十 cosz | dx 
号 1 二 ”站 性 [机 志和, 工 
Cd 工 二 fstnir)》 


56sT 十 Sinz 


t| 到 十 生 世 | 一 358C， 


一 1n 
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1756. 


17957 


T758. 


1759. 


1760. 


其 中 第 一 个 积分 见 1704 题 ， 


| 过 开 
sin 和 CDS3Tr 
| 怪 闻 __ S1Tl 和 1 
扫 1 下 。 性 自生 3 个 切口 53 开 。。 号 1 CGS 
fkcosz) 如 (2 二 
CS 江 SEE 人 区 
5 二 一 一 一 十 ln gg 十 忆 ， 
其 中 第 二 个 积分 见 1703 题 . 
| 罕 zee 
Si 人 
宝 站 号 3 一 S 且 imz 天 
解 | 罕 zax 一 | 中 信人 SR COsad 了 
-| -一 sinz 三 (siny) 
一 ln |siny| 一 二 sinzz 十 C 


寻 蒜 


| 丰 谷 号 4 语 ， 


旭 江 二 工 
二 je | +tiez)adga) 
研 浆 


] 


解 


媚 


oz 


十 8 


上 = 人 | 人- 人 二 jzz= 关 一 In 十 o 十 妆 . 


| 


本 


1 十 ee 天 
Ce 
1 十 e1 
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1751. 


了 7D2. 


17d 


1764. 


17pb95. 


1766- 
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一 工 十 2atrc tg(e* 十 忆 . 


|shzzaz ， 
解 sbezar = 全 到 -1dz 一 二 sh2zr 十 要 十 C 
|sbezaz 。 


解 “|chzzdz = | 全 本 二 S23 二 dx 一 二 sh2z 十 邯 十 C. 
jshz + 3Sh22cedr . 


解 |snz " She 一 2|:hzzchzdz 一 ?|shzzd(shz 


一 二 shzz 十 C 


|shz Ch3zetr ， 
和 解 chzr ech3zrerzr 一 二 | cchaz 十 ch2xdzr 


一 工 sh4z 十 半 sh2z 十 C 


吕 
Eee 
SS 和 2 bz 
ed _ | 1 1 
解 [ES 。 | gs 代 于 dz 
一 一 《cthz 十 th 十 忆 ， 
用 适当 的 代 换 , 求 下 列 积分 : 
| 光 ] 一 工人 二 福 . 


解 设 1 一 了 一 上 刚 一 1 一 4 人 dx 一 一 浊 , 故 得 


|= 3 一 rdxr 一 一 |a 一 站 2 


下 要)d 


一 一 三池 十 二 一 着 王 十 C 


一 一 站 (9 十 12z 十 142: 了 1 一 全 2 十 蕊 ， 


1767. |=a 一 记 汪 1 全 人 冤 ， 


解 ” 设 1 一 5z: 一 : 则 了 一 专人 1 一 仿 , 从 面 ac 


1 二 [一 言 
一 到 rid(x09 一 10(1 一 总 


-_ 工 
= 一 sGt1 fit 上 夏 得 


|ea 站 局 各 交合 下 = 一 疝 ee 本 站 et 


1 11 12 
一 一 商人 二 80 十 
1 十 552 313 
66O0 f 1 一 5 十 亡 ， 
1768，| 一 天 一 z 
， = 证 
W 迪 一 下 
解 设 2 一 zx 一 上 , 则 一 2 一 idz 一 一 玫 , 故 得 
本 1 ，， 
dz 一 一 |-E(2 一 站 2d 
娩 了 一 交 


一 一 人 和- 二 一 4 二 十 斑 ) 二 
一 一 8 上 十 部 扩 一 二 合十 C 
一 长 (32 十 8z 十 3z2) VE 一 十 C. 


了 5 


1769. |- 产 二 “ 
解 设 1 一 习 = 纪 则 姑 一 1 一 六 从 而 rsdzr 一 王 (z9， 


.dz 一 一 工 (1 一 0 二, 故 得 


“ 

工 。 1 | 1， > 
-一 -一 -一 dt 一 一 于 | 人 2 一 
vT 一 二 

一 一 去 | 二 一 2 十 壤 )d 
一 一 圭 二 生生 一 到 上 十 C 


过 
一 一 下 (8 二 4zs3z0 VT 一 5 “十 己 ， 
1770， |z= (2 5)dx 


解 设 2 一 5 一 5, 刚 z 一 于 (2 一 人 ,从 而 
】 


5 二 3 31 一 一 
0 sdf ) FE fc， 
夏 得 
|>= 《2 一 9 )dz 一 一 寺 三 (2 一 


了 z 二 了 下 于 
一 一 375 [2 说 一直 )} 本 一 一 125 生 73060033 十 人 


一 (2 一 5z?) 和 十 C， 
1771+， jos wsinretz 。 
解 设 sinz 一 it 则 cossrqdx+r 一 (1 一 sin2zrJazfsinr》 
一 【1 一 关 )2G， 
胡 得 
6 


jees= ws 一 |a 一 斌 2 二 


= |( 生 一 2 和 十 经 jc 


一 过 
一 本 经 7 三 十 十 人 
=| 三 一 和 sintz 十 名 sinz vw stna4 十 万 . 
3 的 11] 
sin Cs 人 
1772，| 22 dx 
解 设 cos:zr 一 上 , 则 sinzrcoszez 一 一 去 村 , 故 得 
Sinrees "rr 加 上 工 
1 十 cosazrez 一 2 i 干 i 
一 工 | 上 1 一- 一 一 工 工 
_ | 二 ja 一 2 十 六 In(1 十 翡 十 C 
一 一 六 coszz 十 - 六 in ] 十 cos 十 伍 . 
Snme2 sr 
1773，[「msz dr 
解 设 tgzr 一 t， 一 (1 十 二 )d, 破 得 
Sin 人 ， _1s， 1 
[| 琶 关 dx 十 二 7G 一 了 十 了 十 (人 
1n.rdtz 
1774，| 一 全- 
4 v 人 二 Ia 
解 设 1+inz=t， 则 -ec 


一 《1 十 Iny 一 1oc01 十 nr) 
一 民 一 ic 页 得 


了 7 


一 本 一 as 一 二 注 一 2 十 C 


| 一 2 2 一 | -二 ( 1 
| 


= 羡 Clnz 一 2) vT 下 TREE 二 CC 
1775. | tt 
尼 王 十 e 


解 设 呈 = 已 则 e 一 ?dz 一 2 , 故 得 


| 攻 - 和 | 
呈 二 cz Fi 到 + 


一 一 全 -2lnz 十 21ng1 十 匡 十 所 


一 一 2 一 z 十 2In(1 十 晤 ) 十 C， 
民工 
1776. | 7 二 


升 ” 设 1 二 ce 一 :上册 xz 一 in 一 Di，dz 一 add， 
故 得 


| -全 


-2 5 一 [ 导 j+c 
一 | 

v 了 十 拉 十 1 
一 zx 一 2in[ 1 十 vI 王 关 ) +C， 


1777. | 王 生 “全 
.下 


38 


代入 得 


dfCsint 
本 本 一 ?jsec "一 中 《] 一 引力 引 7 
T ， 
tf 十 Stnz) 1Terl 一 Stnr) 


《1 十 Sint 7 2」f1 一 sint72 
ao -SIDE 


1 一 Sinz2 


_ 工 了 了 ，fI1 十 stnt 
= 去 | 二 5 一 ET 十 5 攻 


1 一 Sint 十 C 
一 上 gt。sSect 十 In(sect CC 


一 wz 一 2 十 InCr 十 ws 一 2) 十 三 


(2) 汝 < 一 2 时 , 仍 设 了 = ”2secet* 但 限制 
r<ct< 汉 .其余 步 又 与 上 相同 ,注意 到 ,此 时 sect 十 te 

<0, 因 此 在 对 数 符 导 里 要 加 绝对 值 , 即 结果 为 

六 2 一 2 十 in|z 十 xz 一 2 十 C， 


总 之 , 当 |z|> 2 时 ， 
-2 - 本 vv 到 一 2 二 tnlz 十 wz 一 2 十 C. 


1780，| v 到 一 dz 
解 ” 被 积 函 数 的 存在 域 为 一 a 委 zs 委 a ,因此 设 x 一 
asinty， 并 很 制 一 方 于 StS , 从 而 


- 一 和 一 COst 二 一 COst 
40 


代入 得 
| we 一 Air 一 人 jeossa 


_ | 上 ， | 
ci| 去 十 刘 sin24 十 安 


避 


权 cz 。， 
部 ! 十 本 sintcost 十 (- 


一 所 aresin 村 十 记 we 一 十 全 . 
x* ) 利用 1742 题 的 结果 . 
1781. | 一空 一 
十 但 
解 ”被 积 函 数 的 存在 域 为 一 ce<<x<s 十 co 因此 可 设 


工 一 4tgt 并 限 市 一 了 <t<< 了- 从 而 


| 


了 
【人 一 人 Secitt 工 一 必 Seecr， 


代入 得 
| 二 学 一 访 COSECEE 一 二 sint 十 C 
于 t 正 世 立 
一 刻 。 +C= 一 -一 -一 十 C. 
az wa 十 二 2 


G w 1 十 tg 季 
1782，| \/ 2 二 dz 

解 ”被 积 通 数 的 存在 域 为 ~a<xz<<a, 因 此 可 设 x 一 
asiny, 并 限制 一 二 <x<< 了 从 而 

/xzr /十 slinz 1 十 sint 加 

2 一 1 一 3 一 SC 一 QCOstdt- 
代入 得 

41 


1783. 
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| /4 十 工 | 
间 - 一 击 
一 1a 二 sinty 帮 一 aG 一 costy 士 C 


一 arcesit 却 一 Vi 一 玫 十 人 一 der<aD)， 
注意 ,上 式 在 端点 = 一 a 也 成 立 . 即 郴 数 天 4z) 一 
aarc Sin 寺 一 wa 一 了 在 点 一 一 和 的 5( 右 ?导数 等 于 被 


积 函 数 /(z) 一 人 /2 在 点 > 一 一 “之 值 .事实 上 ,由 
于 Fezy 和 Fox 都 在 一 < 二 za 连 姓 ,月 天 (zy 一 大 (zr) 
在 一 <<<r<a 成 立 . 故 由 中 值 定 理 , 知 当 一 a<z<a 时 ， 
有 
严 《 邢 ) 一 下 《 一己 ) 
工 十 妆 
由 此 可 知 ,( 右 ?导数 
1 、 1， 下 《一 下 (一 如) 
人 2) 一 lm ， 宇 十 这 


= lim Ke) 一 太一 中 
下 面 有 些 题目 在 端点 的 情 识 可 类 似 地 进行 讨论 ,从 暗 . ， 
| W 区 一 一 4 

解 被 积 应 数 的 存在 域 为 0sr<2a 因 此 可 设 
2z 一 2asin2 ,并 限制 0<<<< 方 . 从 而 


一 站 《人 一 丰 )， 一 各 < 有 < 大。 


寻 2xS1mzz . 
于 \/ 一 -一 -一 一 ,人 一 asitntcestett 
吕 本 一 全 居间 妇 


1784. 


代入 得 


| 证 

26 一 二 

一 8a: | sineu 

_R | 3 了 ” 
一 8 5 一 二 sin2t 十 35sin4t| 十 C 


注意 到 sin2 = 2sjintcost 一 2 ,| 二 庆 ，。 1 这 一 一 。 


wo2a 一 了) 下 Sin4i 一 2sin2 cos2l 一 4sinz cost( ] 一 
?sinz) 一 三 (z 一 z) YZC32 一 zy ,最 后 得 


| 二 dr 一 3azare sin |/ 革 一 2a2 。 
2 一 六 2 


工 VE 一 本 十 二 as ， 生 (a 一 zx vt 一 本 二 C 


一 3azarc sin 1 芝 一 223 v 工 ( 委 二 贡 十 C 
* ) 利用 1749 题 的 结果 ， 


研 证 
wj 一 如) 由 一 交 ) | 


解 不 妨 设 e<5. 被 积 医 数 的 存在 域 为 a<<z<<， 
因此 可 设 x 一 a= 地 一 a)sin2 ,并 限制 0<<: 芭 六. 从 坝 
ww 《一 中 有 而 一 下 一 《一作 Sn COsty 


但 并 一 宇 ( 有 一 在 )SInzt ooSt 


代入 得 
| 一 一 衬 一 一 - 4 ?位 =z+c 
党 二 一 如 和 本 一 郊 ] 


业 汪 


一 此 


一 28rc sin 一 十 上 


1785. | ww 一 上 一 全 ) 寺 人 


解 “与 上 题 相 同 , 作 同 一 代 换 :并 注意 到 sin4! 一 4sini 


* Costt ] 一 2s105) 一 4 /二 一 = 
下 一 二 


六 ~ 性 习 
V1 一 证 一 
一 ，， 笃 二 拓 十 呈 VE 二 az, 即 得 


《上 
| ww 一 (一 了 Er 一 20( 囊 一 az|sinstcoszrd 


3 一 吕 了 1 

一 < 候 二 |sinz2rd = 一 兰 二 和 | 一 一 COsdz Jet 
一 4 1 ， 

一 [ dsindij 十 已 

人 。 世 一 人 它 


3TrC Si | 一 一 … 一 
而 一 -人 实 


十 他 二 二 vv 一 二 T 十 性 


用 弘 曲线 代 换 了 一 ashtzr 一 acht 等 等 , 求 干 列 积 颁 
(参数 为 正 的 ): 


1786，| v 到 二 地 dz 


4 


和 解 被 积 函 数 的 存在 域 为 一 二 了 所 十 s5 因此 可 
设 空 一 asihe,. 从 而 

Vi 十 和 2 一 chiczr 一 achtcti， 
代 人 得 


| wa 十 人 一 osbzaz 


2 -1 … 、 
一 辟 [三 十 本 sP2 十 1 


2 
注意 到 工 十 v 虹 十 和 一 asht 十 chi 一 ae, 部 + 一 
| 站 时 马 
ln 二 工 十 Ya 开 之 下 sh2e 一 2shechue 一 2 
最 后 得 


? 
| ww 十 GT 一 子 Infz 十 es 十 半 * 


十 洒 v 生 十 好 十 介 ， 
“ *)》 利用 1762 题 的 结果 . 


了 
，。】 一 -一 一 地 
1T87 」 了 
解 与 上 题 相 同 , 设 了 一 ashz, 则 
. 加 Gshh 
本 TH ,一 Chtctt， 
代入 得 
| 一 天 二 < 一 ?| 和 2ectt 
/十 二 
下 
一 品 攻 一 Sh2 四 总 十 攻 


. 上 
一 立 和 好 二 下 一 他 In(z 十 vV 生 十) 十 元 ， 
*) 利用 1761 题 的 结果 . 


1788* | 坟 二 dz 
解 被 积 函数 的 存在 域 为 2< 及 z< 一 4 


和 93 
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《1]) 当 = 人 时 ,可 设 z 一 achz, 并 限制 上 人 0. 
从 而 


| 工 一 和 eceht 一 1 
文王 了 一 一 一 cshzctr. 


代入 得 


| 二 <dz - cj ch 一 1 本 


一 asht 一 民 十 CC =-a weh5 一] 一 好 十 大 


立 
一 aA 几 三 -1 一 on| [于 -+E|+c 


一 Yi 一 好 一 alnfwTz 一 < 十 工 ) 十 忆 ， 

一 vY 盖 和 一 2aln(vz 二 aa 十 v 垃 二 5) 十 C 

《2) 当 工 所 一 4 时 ,可 设 z* 一 一 achi, 并 限制 人 > 0 
从 而 


| 一 立 __ehe 十 1] 
元 二 一 一 一 加 写 h ee， 


代入 得 


| 于 sd = 一 afche+ 1)d 


一 一 csh 一 co 十 避 


二 
-3 


-VE ze 


一 一 vv 三 一 到 一 alnCv 天 一 天 一 z) 十 


一 一 wiiE 一 昱 一 2alnfvY 一 工 十 史 


二 v 一 工 一 a) 十 (. 
总 之 , 当 zl 盖 a 时， 


一 _ a 了 
| 三 赴 2az 一 sgnz wo 让 既 


一 2alngwT 一 4 十 vir 十 Gl) 十 C， 


订 企 
17 呈 9 | 十 吕 哄 人 十 5 


解 不妨 设 a 二 忆 被 积 函 数 的 存在 域 为 盖 一 4 及 
工 号 一 必 . 
(17 当 x > 一 a 时 ,可 设 z 十 a = 他 一 ajsht 并 
限制 上 > 0. 从 而 
ww 这 二 az 十 四 一 二 一 Cshtehz yd 
一 208 一 G)shz ehr d， 


代 六 得 
好 | 
一 十 
| 天 az 十 站 | 


注意 到 vvz 十 aa 十 vv 工 十 品 一 vv 百 二 qtsht 十 chey :一 


.一 we, 就 有 t 一 In 二 < 工 十 2 ， 最 后 得 
1 -人 嫂 


| 公 代 
ww 十 af(z 十 二 ) 
一 2tnCw 福 十 4 十 vz 十 训 ) 十 
《2) 当 了 二 一 疡 时 ,可 设 工 十 五 一 Ca 一 5)shi, 闪 上限 
制 上 辣 从 而 
47 


w 人 T 十 区 十 下 一 (一 ashechz cr 
一 -一 【上 一 2)25hf ch <， 


代 人 得 
| 一 一 -天 一 一 一 一 ?| 一 一 天 十 意 
w (十 ef(z 十 的 
一 一 2nfv 一 人 (人 十 cd 十 vv 一 (人 十 疝 ) 十 CC 
总 之 ， 
| 三 他 
wzr 十 ar 十 丽 


2Indv 工 十 中 十 wz 十 占 )， 
符 工 十 吕 人 > 人 及 工 十 二 二 0 
一 2lIntv 一 工 一 和 十 vv 一 交 一 广 )， 
符 开 十 ac0 及 了 十 间 < 
1790， vvEFaCGT5dzr 
解 与 土 题 相 同 , 作 同 一 代 换 ,只 是 在 求 积 分 的 过 程 
中 变动 个 别 地 方 , 今 以 上 > 一 a 时 为 例 , 解 法 如 下 ， 
| vt 十 af 十 有 dz 一 206 一 ashzzchzid 


一 计 地 一 ai shz2tete 
= 工 (6 一 oz| cchs 一 1)d 
_ 1 1 _ 
下 人 oo?| 本 shd jc 
本 开 亿 一 JsCsht cehtf1l 十 2sh2) 一 呵 十 已 
= 工人 一 ef / 工 十 a 。 及 过 十 4 
二 百 一半 囊 一 - 妇 


生 8 


解 jzdz=zlmz 一 | aaz 一 xdnz 一 1 十 已 ， 


1792， [zzaz 《吴兴 一 1). 


， __ 四 mn ] w+1 
解 二 ln.rdz 地 二 [|mzacz ) 元 十 区 lnz 
1 并 __]1 
| dz 一 nz 一 | +C 
] 2 
1793. 儿 至 | az 
2 
解 | 2 dz 一 一 jeza| 二 
工 开 
一 一 工 lnzzx 十 | * 2lnr 。 工 yx 
开 工 工 
一 一 工 laszx 一 ?jza| 四 一 一 工 lnzx 一 二 Inzx 
工 工 工 工 
十 引 革 : 工 sz = 一 上 (ozz 二 2tnz 十 2 十 C 
所 于 
1794. | Yw 区 nzrcdt， 
解 vimnzzdz = 三 fszal o 
一 二 和 nzz 一 志 | zz 中 了 dz 
之 诗 
一 际 zln2r 一 总 | Inzal x 
一 全 zlnzz 一 总 zlnz 十 四 xz 这 。 二 dz 


解 er 一 一 1xdfe- 一 一 2e 十 az 
一 一 e zz 十 1) 十 心 . 
1796. |=e*az 


解 |zedz 一 一 到 | zed(e 


一 一 了 荆 二 ze 和 十 二 | 。 了 2 


2 
一 一 工 xzze- 和 一 |zdle-e) 
工 ?raT 了 一 了 2 
一 太 和 六 六 2 十 是 
~ 下 | 之 壮 | 
一 一 7 工 十 工 十 了 十 二 
1797、| zae-< dz. 
解 32 一 工 寺 他 一 二 | red 2 一 人] 
于 
一 一 去 rae + 去 | dz) 一 一 二 二 Le 十 C 


1798. | zeoszaz. 
解 |zeoszaz 一 |za 【sinz) 
一 和 siny 一 |sinzaz 一 siny 十 cost 十 让 ， 


1799. 1.z2simn2rdd。 
解 | rsinzzdz 一 一 二 | zza(eos2z) 
一 一 记 tcos2x 十 本 TeECSIm2YT 
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_ 了 工 as 工 _ 到 | 1 
一 5 eps2y 十 2 Sm 中 > Se 让 
= 一 红 一 jeosor 十 工 rsin2r 十 上 


2 
1800.， | xsh.rerr， 


解 |1xzrshzdr 一 jzachz， 
一 Ch 一 jhzaz 一 chzr 一 Shx 十 慷 . 
1801， [eepharaz 
解 |zrich3redr 一 村 | adcshaz) 
一 zssh3x 一 |zshazraz 
一 工 rash37 一 村 | reachaz) 
本 号 


一 号 rash3z 一 二 zzch3x 十 到 Ch3zedt 


3 
一 症 rssh3z 一 半 xrach3zx 十 二 rd(sh3zr) 
一 于 rash3zx 一 ech3z 十 了 xsh3x 一 于 |shszax 
| 2 |( 王 2 
[于 十 到 sh3 之 [ 椰 十 ch3z -十 妆 ， 


1802， |arc tgrdx， 
解 aTC tgretr 一 rarc tgz 一 | id 
一 arctegr 一 六 lnt1 十 十 姜 . 


1803， 1arc sinreczr. 
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1 区 过 人 一 ate slInYy 一 | 一 一 一 一 一 世 
解 ar Sinzredtz 一 于 下 一 
一 farc Sin 工 十 “1 一 交 十 二 


1804， |rar ft 名 工作 工 ， 


解 | rar tgretz 一 二 |are tgregf re) 


一 工 ，: | 开 
一 方 工 axC 二 攻 谍 2 T 了 2 
1 
_ Jaarctez -了 [人 一 -ax 
1 十 六 _ 补 
一 3 3aTC T 区 了 二 十 性 ， 


1805. | eare COSeT。 
解 | ar coset 一 于 |are COS 世 cdT2 


四 工 二 
一 本 Tarc COsY 十 3 | -万 一 二 一 二 dz 
三 了 raarc 尼 口 s 汪 


上 袜 加 


一 viT 一 到 


工 。 -了 [| 一- 
了 妞 TC 碟 刁 号 于 6 一 了 
太 (1 一 工 ~ 


一 王 xsarc COSs 工 一 革 一 天 十 言 (1 2 十 
也 
一 荆 zrare cosd 一 一 vv 二 2 十 . 
1806. | 王 So<dzr 


5 


解 二 sz sn arCe 2 加 


一 一 二 arc sn 十 4 
sw 一 人 郊 ? 
帮 代 换 了 一 sint, 得 
| 一生- 二 于 宪 cost 中 
宇 二 六 Sint CCSsE sint 
一 In| 世 总 十 C 
sint 四 ] 十 cost 
= | 十 (一 一 | Sin 十 一 
可 日 
最 后 得 
站 ITC S1IT 全 1 。 
ee 一 一 地 arc sin 
-nl 二 人 一 三 | 二 CC 
+*) 利用 1703 题 的 结果 ，. 
1807，|mcz + vT 二 二 dz 
解 fc 二 vv 十 灰 )dx 
一 节 mn(a 十 vv 二 和) -| 一至-- 
w 二 工 。 


-zincz 上 + 十 工 ) 一 YY 十 好 十 妆 . 


1808. | zlLn 工 土工 px 
] 一 密 
解 1zln 工 二 dz 一 到 | n 1 十 一 dd 2) 
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1809， |arc fg w 区 过 rr， 
解 [ar tg w redz 一 arctg ww 


一 去 | 一 一 一 一 一 一 4z 
2 ww (L 十 并 
一 rarcetg vv 并 一 位 一 二 jevz， 
一 (rz 十 larctgw 了 一 vv 十 CC 
18610. |sanz *。 1negtEg 和 yt 六， 
解 jsinz * lnftgzDdz 一 一 metgz?accosz) 


一 -- cosr lnftgz) 十 |eosd。cetgz ， Sec TH 


一 一 cos lnftgz) 十 | 至 


S1D 和 
一 一 cosr，lnttgz) 十 lni|tg 却 | 十 已. 


求 下 列 积 分 : 
1811， zenax 


短 |> cadz 一 二 | makes) 


一 半 xaen _ 二 工人 证 
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一 (zs 一 1)e 十 . 


1812， | are sinJzctz， 


.了 有 下 stnz | 
vT 二 康 
二 Y{atfc sin 十 2|arcsinreatg ] 一 3 


解 |er SheegTr 一 (arc Sinr) -中 


一 (arc sinz)z 十 2 ww 一 二 areasinr 一 ?jaz 
一 立 kamc SinTr) 十 2 一 satrcsinr 一 2 十 姜 ， 
1813.。 」 zfarec te 二 zc 和 


解 |rfarc tgzryadzr 一 去 | are [区 和 ef 和 2 


尼 arTC Tt 区 二 
十 光 


一 六 1 
一 也 Carec tgT) 一 下 1 一 jare ft 帮工 革 工 


一 记 A(arc Tt 区 2 一 全 代 


了 


.证 
一 立 4arc t 攻 袜 ) 2 一 je t 区 之 地 全 


十 |arc tgrdtare tgz) 


本 


2 


开 全 全 


1 十 工 : 


(arc tEg 和 六 一 Tarc te 二 | 


十 六 (are 【可 全 
一 三 十 adarctgr)2 上 : 
5 阁 Tarc tgT 十 方 Inl 十 2) 


十 性 ， 


T84 人 am | 于 -cd 
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袜 ] 一 工 
- 解 zmm 7dz 


一 寺 |m 1 二 dx?) 


1 
可 [二 去 一 一 - 二 lndl 一 并) 十 己 . 


1815. | 空 和 寺 Y1 十 工 7 
1 十 
和 解 | 2 二 Y 1 十 斑 ) 
vT 干 丈 
= |mcz+ vT 二 dvT 干 二) 
一 YI 二 finr 十 vi 十 好 ) 
-| vvIT- 一 一 s 
 VvT 下 二 
一 Y1 十 和 lnkz 十 vv 工 十 三 ) 一 了 十 信 . 


了 
1816. | 去 到 dx 


地 区 


- 你 1 
解 | 直下 rd 一 和 本 巧 ea + 
_ ] | ] 于 . 
一 一 了 |zgl 一 一 | = 一 一 十 工 | -< 红 
证 到 201 十 z 一 了 十 赤 


四 < 


1 
TH 十 arctgr 十 C， 


好 人 
1817 | 二 全 


六 灾 


Cd 2- 了 工 上 卫 C 
| 二 | 又- 3 
当 吕 关口 时 ， 
区 人 工 加 | 加 去 于 dz 
| (wz 十 re 3 《eg2 十 .3 
1 研 开 | 人 
二 2 《2 十 2 和 
了 
[下 < 
1 如 7 
一 了 刀 te T 一 二 | ESE 这 
C+ | ] 
一 了 和 工 和 一 一 
全 且 了 
工 | 一 一 一 人 十 六 are 芽 二 十 蕊 
$ 开 - 
2 
天 
一 二 iarc tg 一 十 TO 十 人 


关 利用 1816 题 的 续 且 . 
1818， | ww 


和 
| wa 一 一 工 VE 一 + |- 二 二 47 


2 
一 并 v 严 一 二 上 | 二 和 二 
ec 一 下 


， 证 
一 yw 一 Ya 十 dare sin [aa 
| 本 一 卫 工 ， 
5 避 


“ 业 
__ [二 zc 十 六 “az 十 区 一 气 | 闻 十 3dz] 
Te 十 9 WE 十 和 
了 
一 和 二 wa 十 下 十 拖 Intx 十 ve 干 节 ) ] 二 
- 工 22- 十 4 vi 二 交 
一 Stn(z 十 v 玫 十 妇 ) 十 心 : 
*) 利用 1786 题 的 结果 . 

1821. | zsinzzaz: 


号 
4 
荆 
4 


解 | rsinszar 一 二 |zdl 一 COS2 人 二 全 


一 十 | raz -二 下 CS 立定 夺 工 


2 
_ 工 z _- 二 xid(sin2z) 
< 一 于 一 二 zsin2x 十 卫 |sin2zaz 
{ 


上 了 
一 全 工 了 sin2 coOsS2 十 忆 ， 


1822. | dr 
解 设 v 一 = 六 则 之 一共,dzr 一 2d 代 入 得 
上 “er 一 ?je 一 28dfe 
一 2e: 一 ?|cd 
一 21c 一 2c 十 吕 一 2 一 De 十 CC 
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1823， | zsin czr， 
解 设 v 了 = 扩 则 工 一 晨 :dr 一 2 代入 得 
|zsin 民 要 一 ?sinedi 一 一 ?| edcose) 
-一 23cosl 十 6| eeostd 
一 一 23eosl 十 - 6| dcsint) 
一 一 2fteosf 十 Btssint 一 1213sintc 玉 
一 一 Picost 十 isinf 十 1245czfcost ) 


一 一 23cDsl 十 和 ?sitnr 十 12gcost 一 ]21ceostct 
一 一 呈 ( 拉 一 有 Cos 十 有 (人 一 23sitnr -人 
一 246 一 zY) wzrceoswr 一 6(2 一 z)sin w 了 十 C. 


HI 


1824，| 一 殖 - 一 必 
(1 十 z23 
ac 下 
一 一 一 一 一 忱 六 一 | -天 Lere 
| .1 十 浆 : 
衬 1 
一 一 一 二 一 一 zarce 交 民工 
w 1 十 并 十 
一 -二 和 一 | 4) 
1 十 交 .1 
人 一 况 间 | 四 
一 一 一 一 一 一 一 一 人 Te _ 一 了 
Y1 十 区 (1 十 妇 ) 
于 是 得 
| - 本 二 -dx _ 一 二 一 or 十 各 
《1 十 2 全 2 vv1 十 守 


6] 
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1825，| 一 一 一 -sadzx: 
[1 十 工 
act 1 
-一 人 一 一 | 一 -一 ~- 一 他 (escctgr ) 
于 | 二 v 工 干 好 
一 ] arct8+ | Te 
1 十 交 《1 一 交 ) 
1 人 一 工 和 -。 
一 II 十 所 Tet 旺 了 十 三 
w 1 十 2 v1 十 关 
立 十 1 
-一 一 一 一 -一 Partgr 十 { 
2 vv1 十 部 


x*) 利用 1824 题 的 结果 . 
1826，|sindlnzrydz: 
解 |indnzydz 一 rsin(lnr)》 一 | reosdnz) :二 dz 
一 xsin(lnz》 一 rcos(lnz) 一 |simdnzyaz， 
于 是 得 
|sainanmdz = 于 [sintlnz) 一 cos(lnr)] 十 C 
1827. |sesdnzyaz: 
解 |eesdmzmaz 一 xcosftlnry 十 |simdnznaz 
一 xcos(inz) 十 到 [sinkltnz) ”eesdtnz) 门 十 C 
-一 池 fsin(lnz) 十 cos(inz)] 十 ， 


<* ) 利用 1826 题 的 结果 ， 
1 和 2 日 | eeS 矶 区 三代 ， 
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解 ”如果 az 光 同时 为 零 ,积分 显然 为 了 十 各; 若 a 一 0， 
天 0, 积 分 显然 为 二 sinpz 十 C; 以 下 设 a 关 8 


|eeoserar 一 了 尼 站 有机 


1] ， 五 . 
一 COST 十 记 "7 六 1 再 区 


由 


了 ercos 十 号 1 门 让 2reE ee 


亡 


=- 工 Cosbz 十 也 cesin6x 一 一 |e ecostred 
妇 妇 好 
于 是 得 
jeeseraz 一 一 2 [二 ecospix 十 疙 esinbz] 
人 吧 ? 


__ ev (ecosar 十 psinpr) 、 
十 《一 @ 十 如 二 人， 


1829， | eesio 疡 rr 过 >， 
解 . 若 z= 如 =0, 则 积分 为 zx 十 Ci 以 下 设 轨 十 如 
兴 了 人, 则 有 
|esinsradz 一 二 sinBarealcesz) 


一 了 rsinpe 一 全 | eecosbaaz 
习 三 


1 。 轧 
一 一 让 SIR 一 -一 ees 吕 Ts 
三 3 


呈 
-= 了 ersin 有 zx 一 也 ercospz 四 TD ， 
奔 人 
. 2 1 一 PPeeR 硬 
故 “|ewsinprdz 一 es) 二 已 


1830， 1e27sinz:mczr. 


昌 世 


解 |esinrzaz 一 于 | 习 G 一 Cos2T DG 


工人 | z 
一 | 人 | 让 三 它 了 地 工 


12cos27+ 十 2sin2z 3 、 
4 8 < 
_ 工 


页 et 一 Cos2r 一 Sin2z1 十 姜 、 
* ) 利用 1828 题 的 结果 . 
1831. je 一 cosxryzdz. 
解 |e 一 Cos 了 ae 一 |e 一 2erecosy 十 ecDS rc 


江 国 T 和 
一 1 op.e(cos 工 十 Sinz》 
< 2 
二 1 . “83 
人 广 十 了 sin2z| 十 大 
一 ] 二 上 本 全 1 。 _ 
一 六 6 一 ecosr 十 Sinzry 十 二 十 二 sin2r 十 慷 . 


2 尼 二 
x* ) 利用 1828 题 的 结果 . 
* xx) 利用 1742 题 的 结果 . 


1832，| 2 scdz 
站 ii 人 在 ee 关 
解 一 da 一 一 |are ctgerc(e >》 
研 寂 


一 一 E” 。，arc et 名 te 一 村 法 
一 一 e 7arc etgfe ly 一 六 [2z 一 In]l 十 ec 让 人 十 尼 . 
一 一 2 areetgke 一 交 十 了 Intl 十 e7) 十 净 ， 


* 了 利用 1759 题 的 结果 ， 
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1833. 加 (stnz) ar， 


六 和 门 于 


解 ] Im Csinz》ex 一 一 人 Ginmdtcetgz) 


Sinz 和 
一 一 ctgr ylnkCsinyr) 十 |eugezaz 
一 一 ctgT inftsinzr) 十 (一 ctgz 一 工 ” 十 忆 
一 一 [Crz 十 etgr，]lnfesinr)] 十 己 ， 
* ) “利用 1649 题 或 1751 题 的 结果 . 
1834. et 


性 站 号 个 


区 
wooen ea 


一 -rtgz 十 ln|eosz| 十 C 
<* ) 利用 1697 题 的 结果 . 


1835 | 二 sid 


一 开 1 

解 | 去 芋 idx 一 red 计 | 
四 
i < 十 | Te zz 十 DOdz 


本 一 十 eTC 一 十 C 
下 列 积分 的 求法 需要 把 二 次 三 项 式 化 成 正则 型 ,并 利 
用 下 列 会 式 : 
二 和 汉 一 二 arc tg 一 十 和 《天 0) 
二 
工 ， 二 一 却 nm 2 二 zl +c (a 天 0); 
过 
Te 
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惠 - 证 
_ -一 一 -一 。 已 
TV ， = arc sin 本 十 CC (2 人 > 
W | 一生 二 =mlz+ v 达 于 时 | 十 Ci 
vv 三 士 G 
1 | -一 二 公主 汪 + Ci 
@ 士 工 


页 . | vadx 
于 v 本 一 环 十 Sarcsin 王 十 C (a > 0); 
姬 | v 到 二 ear 
一半 v 到 王 到 土 委 iniz 十 V 王 王 克 | 十 5 
求 下 列 积 


上 3 
1836+ . | 二 7 《ap 天) 
解 当 人 天 | ， 


| 三 开 
作 十 三 


一 SSgmne 。 


| 好 (YY | 吾 | 工 》 
ww [J KCw al 十 (ww 5 zz72 


j | 已 
ate ft 也 | 十 蕊 ; 
ww 由 e|- 4 | 


一 号 让 全 让 


当 虽 <D 时 ， 


过 代 


| 2 一 sn -| 王 

如 十 瑟 z 相 [一 雪上 
-2 <CV15[z) 

wV | 析 J CCY Gei 关 一 攻 | 看 | 交 关 


一 SEE * 
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2 en| 2 二 二 人 2 二 | 


| 工 
和 解 | 斌 全 _ dz 2 
十 2 站 让 2 
证 一 一 | 十 | 一 一 
2 2 
它 2 一】 
一 arc T 十 忆 
全 vvT 
1838| 去 -和 
过 人 上 工 地 全 
解 | 去 又 二 -=- 刘 :> 二- 
3 3 
1 
-3 d|z 一 亏 | 
一 
3 3 
2 1 
一 十 十 一 一 
__ 工 .31 |23 3 
< 一 了 4 | 三 十 忆 ， 
3 3 
=- :in| 译 二 |+c. 
3 十 1 
Tc 
1839，| 去 和 一 
解 | 工 埋 工 | t 研 (一 1) 
寻 一 2x 一 1 (rz 一 1 一 (WA 2 入 
1 zz 一 (ww2 十 1) 
一 In 二 一 ~ -一 | 十 
4 ww 2 二 | 
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于 


间 | 1 辣 有 二 克 | 
二 十 二 二 14 “十 工 十 1 


和 
一 记 nGzz 十 工 十 1 十 | 2 十 忆 . 
二 人 
1341， | 一 2ecose 十 1 

解 1 定夺 交 加 一 COSsC 十 coOsdt 
:一 2rcosw 十 1 (一 ceosa)z 十 sinzea 

要 1 人 一 CD3) 十 sin2e ， 

世 【 一 COSst2 十 Sinz 


好 (7 一 COsd) 


十 《DSsC | 一 一 一 一 一 一 一 一 
{ 一 虽 吉 和 十 Sineer 


一 半 In(x: 一 2zeoDstm 十 1) 


了 一 让 心中 
stm 立 j+c 
《 刀 5 科 天 开 天 一 0 十 1, 士 >) 


3 
1842，| 到 二 人 


证 和 工 
解 “二 


人 


十 ct 客 安 。 arctg| 
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一 二 Inlz 一 习 一 3 
3 
3 一 了 
1 | 3 2 
ES 十 慷 
2 2 


= 村 inilz 十 1 (xs 一 2)21 十 CC。 


如 果 本 题 不 化 成 正则 型 来 作 , 则 有 更 简单 的 作法 ,事实 
上 ， 


| 二 5 _ 工 Ta Ta 
一 3 (ti 一 2 十 1) 


| 2 1 3 
本 用 去 一 2? 二 克 十 ij adz ) 
一 二 Intlz 十 1 (一 2) 生 十 C 
他 工 
1844， | 3sinsr 一 8BsinrcDs 十 5cOS2T” 
和 解 | 三 工 
3sinme2r 一 8Sinecaos 王 十 SCDS2T 


虽 | cf (itg)》 
3tgzr 一 8tg 十 5 


半 
1 地 | + 区 荆 3 
呈 加 表 它 加 了 荆 衬 
tex | | 
] 二 
一 二 | 妾 | 十 C， 
EC 
3 8 3 
| 3sinx 一 5cos 之 
本 SHY 一 性 伯 虹 十 ( 


了 个 


杂 信 
1845. | 有 
1 寻 代 
cosz 立 
-一 | 2 
解 | 5 人 CS 证 十 2tg 工 十 4 十 secz 工 
=- 站 一- arct 让 之 十 十 已， 
[二 二 1 十 4 2 
【6 关口 ) 
1846. | -天 二 


解 当 己 0 时， 
1 
一 一 一 一 一 一 天 | W BE | 十 安 
j 
当 aS>0 及 z 二 0 时 ， 


| 一双 一 - dd 一 记 r) 
光 旭 十 自卫 Y 一 旦 fw 一 ( 一 3 


一 十 esin|-。 广 引 +c 


4 | 元 全 一 
解 | 一 衬 一 一- | 一生 一 一 
Y1 一 2 一 全 vv 一 (人 十 1 
.| 工 十 1 ， 
一 atCc Sn 二 j+c 
1848 | 天 和 二 


了 1 


d| 工 十 二 | 


1 1 
+ 让 到 
= 上 | 十 二 二 v 二 | 十 C 
本 题 即 1687 题 ,注意 不 同 的 解法 及 不 同形 式 的 结果 ， 


1849. | 二 一 


解 | 全 一 -二 [一 2 
w 2 一 二 十 2 人 ] 1 3? 15 
(二 二 


1850， 证 明 : 若 
y 一 ar 十 和 rr 十 cf 天 0)， 


则 当 " > 9 时 ,| - 莹 - 去 半 十 v 友 3 


十 己 # 


当 a < 时 - 关 - resin 一 二 
证 当 az>>D 时 ， 


[ 笠 - 二 了 
卫 下 二 十 二 zx 十 二 
1 | 才 十 艺 ] 


百 1” ，4ac 一 如 
yl + 基 | + 的 二 人 
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] 

一 -一 一 -ln 了 2 了 地 十 亡 
一 工 十 75 十 嫌 十 六 工 十 七 
= - 产 m 洒 十 way| 十 净 ; 

他 
当 <<0 讨 ， 
| 宇 1 | 过 了 
反光 Y 六 ， 百 e 
一 下 一 一 荆 一 一 
好 如 
在 
1 dz 十 贡 
.一 人 和 和 任 一 | 下 
再 他 2 55 | 
1 z 十 交 
一 atCe Sin 十 安 
Y 一 全 术 一 dac 
一 2 
] _  。 
一 站 EC -一 > 一 ， 
光一 史 右 一 4ac ( 
1851. | xd 
总 十 工 一 交 : 


了 芋 


1 
+ 3 d| 了 一 于 | 
| 一 一 一 一 
4 ”2 
一 一 VS 于 二 二 环 十 二 arcsin| 汪 二 | +C 


Y 2 
过 十 1 
1852 」 -二 二 


] 

Z 十 去 | 十 二 

解 { 谍 十 1 了 | 
Fi | 和 


一 wz 十 开 十 1 十 十 In| zx 十 二 十 YY 十 工 Ti| 
上 CC 


区 
1853. | 二 


| 
季 
机 
局 
站， 
可 
人 


7 本 


dt 1 rdr》 
革 | 4 一 2 人 一] 2」 rr 一 1 一 2 
一 Dadc 一 二 | 一 一 天 


【yz 一 1 六 一 了 CT 一 11) 一 人 


+ mlz -1 Vsi+C 


十 和 
1855| -志和 一 志 人 


2 
解 【一 十 2-dz -于 一 二 一 


和 下 2 
1 


“ 于 
5 1 了 工 
4 
】 
d| 一 二 | 
| 世 
4 
4 2 
一 1 
一 一 艺 vT 于 丕 一 下 十 二 are sin 2 言 j+c 


达 工 
1856. | 7 
解 作 代 换 * 一 二 , 则 


7 了 3 


一 < 
rz vv 下 7TIT 一 和 PT 二 Tvdx 一 一 它 ' 于 是 


| - (sgn| 一 二 二 一 一 他 
姓 十 六 十 1 “1 
一 一 (sgnt)In | ETi| + 
一 一 (sgnzr)yln| 基 4 aa VE 24agnz》 YY 十 之 十 
十 < 
| 二 
下 
| 开 
和 vi 十 人 十 | 
立 工 
一 一 in | 一 天 一 一 一 一 一 一 起 
| 于 7 区 + 1 


一 一 jn 


2zx( 之 十 2 十 2 2 
(十 2 一 4E 十 工 十 1 


z 士 2 士 2 v 于 三 于 | + 


一 一 上 In 


总 之 ,不 论 为 正 或 为 负 ， 均 有 


| 三江 

TYi 十 二 十 1 

| 之 十 2 十 2 2 二 Tc 
和 


< 》 利用 1850 题 的 结果 


1857，| 一 一 


解 ” 作 代 搞 (一 上 上 , 则 过 Vm 下 1 


VEewTeTT 岂 
蕊 二 人 人 dz 一 一 记 ， 于 是 


一 SR ， 


ES 
v 一 十 F 下 1 
好 一 在 十 上 十 1) 

w 一 六 十 上 十 1 


| 一 研一 一 -一 Csgne)| 
rw 十 工 一 上 


] 
-一 《Sgnz》* =- 六 


订 王 阁 让 
+ 了 ve 
一 《sgnt) (一 vY 一 六 十 :+ 十 1 


1 . 2 二 | 。 
十 二 arc sin 一 一 一 一 十 区 
< w 5 


VETTTYT 
《号 名 下 入) 电 [< 和 土 二 一 


下 有 


一 了 
十 二 arc sin| 三 村人 | 二 丰 


Ai 十 一 1 1 . 2 
一 十 广 atC sin 冯 7 十 


其 存在 瑾 为 | 十 二 |> > 和 
*》 利用 1850 题 的 结果 ， 


杂 开 
1858 | 二 1) va 十 1 
解 “ 设 yy= 十 1, 本 题 即 转化 为 1856 丁 的 类 副 . 由 
于 解法 类 似 , 且 zx 十 1 的 符 导 对 结果 没有 影响 , 故 仅 就 
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YY 十 1> 盖 0 列 出 解法 的 主要 步骤 如 下 : 


| 一 一 一 一 一 -| 一 一 全 一 
(十 1) wz 十 1 y ww 一 3 十 2 
4[| 


1 本 的 


1 YY 一 2 十 2 

一 一 十 尼 
> Y 2 人 
上 


衬 十 1 


YY 了 
三 二 


(一 1) v 主 一 2 
解 ” 设 =< 一 1= 二 , 则 


_T 十 一 
人 DYvYR dr 
代 人 得 


z 上 | 
| 研 工 = 一 | Sgnt r 志 
(了 一 ]7 YY 一 了 vv1 十 路 一 六 


二) 上 ( 
衬 一 此 


一 arc sim| 一 一 -一 4 
上 + czl> 2 


过 工 
( 工 十 2)2 wx 十 2 二 
解 设 z+2= 工 , 则 


Te 
(z 十 2)2 YY 二 22 一 5 一 二 一 上 和 


芝 上 | 


1859. | 


。 上 
一 一 SEnhA ，atc sin| 


1860*，| 


了 各 


解 | “ETFPdx 
了 1 
| 4 + | 十 可] d| = 十 二 | 
= 全 ， YY 十 工 十 
十 言 m| 了 十 言 二 VETTT 二 十 5， 
1863. | 到 于 二 zax 
解 | 5 izdz 
~ 了 | vv 二 Ti 一 ckzz 十 1) 
= 一 了 v 二 于 2 一 
了 工 | z 
nhlr 十 1 十 vzr 二 ET) 二 C 
上 2 
1864，| 一 二 芝士 写 -dv 
王 玫 十 让 一 六 
解 由 于 
| 全 全 
荆 wV1 十 了 一 
二 2 二 三 士 2 全 士 二 二 衬 | 十 C 
《可 仿照 1856 题 求 得 》， 


| 民工 
让 二 二 二 


2 了 二 |+c 
Www 5 和 


一 are sin| 


30 


和 -一 于 工 in| 


1 一 工 十 工 : 全 区 
-二 二 工 工 _dr = | 一 一 竺 一 一 
人 WwW 十 天 一 交 Tv 十 工 一 区 
-| -天 至 一 一 + raez 


一 In|2 士 工 十 2 v1 十 工 二 立 
本 


1 .| 1 一 了 5 _， 
上 + 二 arc sin| /下 |- v1 十 垃 一 天 十 对 
其 中 存在 域 为 满足 不 等 式 1 十 z 一 好 >>0 且 zx 关 0 的 
一 切 = 值 , 即 |> 一 去 | 一 和 及 = 关 0 


1865、| -三 二 Lu 


| 
人 
明 
的 
te 
昌 
上 
十 
当 | 一 
| 
4 一 一 
的 
(向 
3 | 
反 - 
| 一 || 六 
| 
a | 


senz il 工 + - 革 +aj+c 


三 TI|+c 
< 


一 |n 


人 1 


8$ 2、 有 理 函 数 的 积分 法 


利用 待定 系数 法 , 求 下 列 积分 


2f 十 
1866. | 区 二 2 十 47 
解 设 -2 二 3 -全 十 二 后 , 通 分 后 应 有 


《一 它 史 全 十 业 一 全 
交 和 | 


在 这 恒等式 中 ， 
今 一 2 得 7 一 74, 4 一 1 
邻 工 一 一 5, 得 一 了 = 一 ?二 ,一 1， 
于 是 ， 
2z5 十 3 =- | 1 
人 二 (CS [二 < 


一 lnl(r 一 2)(z 十 5)| 十 己 . 
<*) 注意 ,这 是 一 种 习惯 的 说 法 . 实际 上 ,不 能 直接 
令 斌 一 2 因为 上 述 恒 等 式 是 当 上 天 2 天 一 5 
时 得 出 来 的 ) ,而 应 令 上 一 2 取 极 限 ,得 7 一 74， 


以 下 类 似 情 况 都 作 此 理解 
和 人 
1867 | 去 十 二 六 并 十 (十 宇 3 

解 设 -xz -4 1 
(二 十 1 二 十 二 二 十 3) 工 十 1 全 十 过 

CC 

让 十 3 

通 分 后 应 有 


王 人 YY 十 2 十 3 十 号 (十 1 十 3 十 t 《十 1) 
上 2 


“十 了)， 


在 这 恒等式 中 ， 
人 xz = 一 1, 得 一 1=24, 4 一 一 计 : 
令 二 一 一 2, 得 一 2 一 一 中 ,了 一 2 
令 z= 一 3, 得 -3=2C,C= 一 了 
于 是 ， 
于 全 


{ 基 十 1r 十 27T7 十 3) 


上 工 
一 | 2 2 | 过 > 


ET 


一 一 到 Inlz 十 1| 十 ?nliz 十 2| 一 Inlz 十 3| 


十 忆 
工 《 基 十 业 )” 、 
一 到 | 证 TC 二 3 二 人 
本 
解 51 
fr 十 科 一 人 
-一 3417 十 342 


__ 归 2 _ -一 ~ -~ 一 
21.r 十 43 工 85 六 十 171 十 二 二? 


一 34ir+3t2 4  ， 百 、，、- 
3dlz 二 342 王 4(r 1) 十 在 (rr 十 2 

在 这 和 便 等 式 中 ， 
令 z 一 一 2, 得 1024 一 一 34, 4 一 一 生生 


83 


令 zr 一 1, 得 1 一 3 有 ,下 一 未 


了 - 
于 是 ， 
和 __ 有 上 5 | 
| 运 埃 一心 [> T 十 7 Sr” 十] 
一 2lr 十 43o 一 857r 十 171 


1024 1 
5 人 十 3 


一 工人 2 3 
乌 ] 了 避 9 4 了 | 
] 了 工 一 上 
十 1717 十 计 下 | 这 二 765| 十 必 ， 
T* 十 1 
1869，| 二 -到 志 二 dz 
十 ] _ 5 一 fr 十 1 
解 23 一 5 十 让 了 1 二 三 
5z 一 6 十 1 
1 二 Fr 二 2 一 9 
二 5 一 6r 十 1 4 号 (  ， 
设 F 一 及 区 一 一 过 十 广 二 王 十 二 二 3, 通 分 
后 诬 有 
5 人 一 6r 十 1 王 4(r 一 2)(zr 一 3)7 十 呈 zrfTr 一 3) 
十 CxrGr 一 2) 
在 这 恒等式 中 ， 
令 z 一 0, 得 1= 64,4= 二: 
令 z 一 2, 得 9 一 一 28,B 一 一 六 
令 二 3, 得 28=3C,C= 全 


于 是 ， 
34 


| 蕊 十 1 
3 一 53 十 6r 


9 28 
外 ;jzz 


一 站 十 lnlx| 一 inlz 一 2| 十 全 nlz 一 3| 
十 《7 
0 
1870 | 到 二 和 ra 
人 一 《52 十 4) 
解 。 去 下 5 二 一 1 十 下 TOrz 十 全 : 
设 -一 【5 十 二 _ 各 | 工 十 瑟 ; 十 本 ,区 十 五 ， 
《十 135F 十 去 ) Tt 十 上 | 
通 分 后 诬 有 


一 (5i 十 4 人 4 十 号 Tt 十 4) 十 【4 全 
十 号 (zt 十 工 )， 
比 园 等 起 两 端 开 的 同 次 宕 的 系数 ,得 
T3| 4 十 4 二 间 ， 


号 ; 十 吾 ， 二 D， 
导 ] 纯 本 | 十 .4， 一 性， 
9 4 吾 ， 十 号 : 一 一 4. 
由 此 ,4， 一 性 ,五 ， 一 二 4， -一 D ,号 。 一 -一 全 


于 是 ， 
] 去 十 672 十 4 


1 16 
| 二 了 二 二 厅 一 了 二 jd 


1 


z 十 二 arctgx 一 arctg 三 十 忆 。 
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江 全 人 
1871 去 下 7 


亚 了 
解 杂 一 3 十 2 (一 13307r 十 2 


4 如 C 
4 一 1 十 2 十 喇 ( 人 十 2 十 三 ( 福 一 】 2 
在 这 恒等式 中 ， 


令 r 一 |, 得 1 一 3 有 ,有 电 一 


比较 二 的 系数 ,得 4 二 C 王 
于 是 ， 
| Tt 人 开 =| 吕 
2 一 3r 十 2 狼 9(r 一] 
1 2 
51 于 贡 jdz 
1 | 并 
3 一 十 9 
妇 十 1 
下 人 二 上 iTD4< 
4 十 1 了 | 皇 
解 设 训 直人 一 二 TIT 二 这 十 T 十 


妨 十 1 反光 zr 十 1)(z 一 1 十 号 Cr 一 了) 
十 人 fr 十 1332. 
在 这 恒等式 中 ， 
86 


工 ， 
3 

令 x= 一 2, 得 一 2 一 9C.C 一 
0, 从 而 


十 


一 1 
二 引 +c 


令 了 一 一 1 得 2 一 一 22: 呈 一 一 1 
. 含 工 二 1, 得 2 一 4C.C = 也 ; 


比较 六 的 系数 ,得 4 十 C 一 下 从 而 4 一 瑟 ， 


蕊 十 1 
| 区 二 T4 


1 
=- | [5 十 +HD]dx 
吕 
1873， | 二 一 去 二 d 
到 | 元 人 
解 [去 一 二 ”人 TD 二 2 
4 了 吾 C 门  、，，_ 
FT 十 远 二 1 二 工 二 人 一 25" 通 分 后 


2 人 (rr 一 1 人 rr 一 2 和 十 呈 (z 一 2 
十 司 ( 了 一 2f 一 1 和 十 万 一 工 庆 . 

在 这 恒等式 中 ， 

令 工 一 1 得 互 一 1; 

令 了 一 2 得 一 4 
比较 王 玉 王 的 系数 ,得 

4 十 CC 一 0 太一 54 十 五 一 所 十 五 二 1; 
由 此 ,4 一 4:C 一 一 4 
于 是 ， 


二 1 
‖ 二 去 二 dz 


7 


1 4 
= |j (= 和 气 + (二 1 和 二 jd 


= 4nlz 一 1 一 二 一 4nlz 一 2 一 5 
十 大 
| 三 让 一 二 基 二 和 
1874，] 去 二 全 53 
解 ” 设 订 下 TDCECTOTCET 3 
二 + + 


8 
+ 去 二 5 十 雪 二 57, 通 分 后 应 有 


1 三 4tr 十 2 十 3 和 
十 吾 人 (十 16r 十 2 榴 开 十 汪 ) 
十 CC 十 1 十 37)3 
十 曙 ( 人 十 1 十 2 十 3) 
十 下 (并 十 13r 十 弘之 十 半 ) 
十 下 (十 17Cr 十 2)2. 


在 这 恒等式 中 ， 
令 z 一 一 1, 得 1= 84,4 一 寺 ， 
令 z= 一 2, 得 1 一 CC= 一 1 
仿 了 一 一 3, 得 1 一 一 2, 严 一 一 读 ， 


比较 .及 < 守 的 系数 ,得 
388 


1 
一 1, 得 1 一 8B, 呈 三 二 ， 


Fa 


0 
袜 8 
令 z 一 一 1 得 1 一 4E, 刁 一 过 
令 r 一 0, 得 一 4 十 吾 十 委 十 歼 十 五 一 13 
令 一 2, 得 274 十 27 有 十 9C 十 3 十 互 一 1 
今 r = 一 2 得 34 一 已 十 9C 一 9 十 39 一 1 
3 门 工 
由 此 ,4 王 评 :C 1 允 二 
于 是 ， 
大 宁 


太 十 一 2 一 2 十 二 十 1 
有 1 3 
= 外 il 十 二 


1 1 


于 三 二 了 
3 1 3 
一 了 nz 一 1 一 有 全 十 plz+ll 
1 1 
TD 一 SET 十 ( 
_ 全 im|z 士 1 3 二 一 


字 一 1】 8 人 一直) 十 了 


3 十 57 十 去 
1876. [ 吓 4 十 于 二 4ax 


ra 十 5T4 4z 二 有 Cr 十 万 
解 议 z 站 SaFd 一 1] 
应 有 


入 才 5 十 4 三 (4 十 曙 )(zr 十 4) 
十 民 十 眉 Cr 十 17. 


比较 等 式 两 端 的 同 次 等 的 系数 ,得 
90 


| 4 十 志 一 间 


入 


Ttz| 且 二- 太一 1】， 
袜 | 4 芒 十 万 一 5， 
td 十 天 一 上， 
四 一 一 了 一 
团 此 ,2 一 3 二 一 T,f 了 呈 避 . 
于 是 ， 
工 十 5 十 和 7 
4 十 5 十 半 
六 _ 
= | 二 3 |az 
| 了 十 和 
5 
一 in 均 十 了 十 arc teg 工 十 人 


本 题 如 不 直接 用 待定 系数 法 将 被 积 施 效 进 行 分 租 , 而 
使 用 其 它 技巧 ,也 可 有 更 简单 的 方法 .事实 上 ， 


| 到 寺 5 十 生 7- 
这 十 Sci 十 二 
加 zz 十 二 | 下 全 裤 
| 去 二 Cr 二 和 人 Gd4C 二 1 
_ 杂 定 十 五 但) 
如 十 1 之 人 
= arctgzr 十 二 | 志 工 一 二 ac 
一 arc ftgY 十 Sn 到 二 十 C. 
过 代 
18 和 全 | < 1382 十 17 


有 | 五 开 十 区 


、 1 加 ” 、 
和 TDGETUO 一 TIT+ 二 二 1" 通 分 


后 应 有 
1 一 4(i 十 17? 十 (Br 十 CC 十 1). 


比较 等 式 两 端 工 的 局 次 宪 的 系数 ,得 


2|14 十 呈 一 中 
| 怕 十 人 一 0 
to 十 己 王 1. 
由 此 ,4 一 六, 吾 一 一 六 IC 一 总 . 
于 是 ， 
好 工 
《 工 十 Ttr 十 1) 


| 站 一 
一 | 二 1 一 丈 雪 十 jex 


一 -六 ln|z 十 11 一 二 In(z 十 17 十 计 arc 《十 全 


1 (zz 十 1， 
4 十 > arc tgZ 十 人， 
斌 全 
1874 | 《一 4 十 4 一 4 十 5 
| 
解 由 于 f 王 一 权 二 和 GE 一 人 术 二 可 
(一 科目 5 一 (人 一 4 十 二 
《一 江 十 4 一 4 十 5) 
(一 2) 一 4 十 5 


TI 


于 是 ， 
二 玉 
《xz 一 站 十 df72 一 4 十 呈 ) 


= | 一 去 一 dz 
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5 一 | 一 
(人 一 2 十 


ee 


本 题 春 用 待定 系数 法 , 较 麻 烦 一 些 , 也 可 获得 同样 的 结 
果 ,此 处 从 略 . 


工 (但 下 
ET 


， 可 
解 设 这 一 TCD 
四 呈 
一 一 二 区 一] 


人 十 了 
十 直下 2rT5, 通 分 后 应 应 有 


卫 4 一 1 十 2 十 2 十 有 (rz 十 2r 十 2) 
十 《Cr 十 了 天) 一 工 并 
比较 等 式 两 端 工 的 间 次 霸 系 数 , 得 
z |4T+TC 一 0， 
认 |4 十 百 一 2 十 万 一 D， 
T| 2 号 十 毛 一 2 有 一 1， 
0 本 


1 1 8 

4 一 站 ,有 一 于 C = 一 二 一 一 六 . 

由 此 ， 25 25 
于 是 ， 


工 会 守 


(二 一 120r2 十 2+r 十 2) 


-|[[ 二 HL -t+t8  ]u 
2 一 1 Sr 一 1)2 250r2 十 27x 十 2) 
四 1 1 2 十 2 
-ny 一 一 和 一下 一 直 | 二 笠 二 2 
25n 一 1 一 5 一 丈 十 取 二 247 
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了 好 5 工 十 1 
25J」 ( 工 十 1 六 十 1 


_ _11-- 1 
一 区 Inlz 一 1 一 本 


-一 arctgtr 十 1 十 马 


 】 2 
Eln( 十 2r 十 2) 


一 英 
_ 工 1， (rr 一 1) ] 
50 入 十 2r 十 2 5 人 rr 一 1) 


.一 arc tgtr 十 ]) 十 


25 
形 工 
1880 5 
， | 
三 
解 设 FT 十 20L 干 广 十 we 

一 纪 + 吕 (十 天 
本 工 十 1 证 十 工 十 二 


通 分 后 应 有 
1 407r 十 1 十 之 十 十 县 rr 十 工 十 天 ) 

十 工人 (十 1gCT 十 五 )， 

比较 等 式 两 端的 同 次 医 系 数 , 得 
2 人 3 十 已 十 尼 一 个 ， 
zj24 十 百 十 C 十 万 =0， 
4 24 十 吾 十 五 一 0， 
-| 一 | 

由 北 ,4 一 1, 吾 一 一 1C 一 0 嘱 一 一 1 

于 是 ， 


上 这 站 
1 十 定 1 十 定 十 ) 


= 一 站 | 
T 十 文 “ 工 十 壹 十 王 
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下 27 -上 。 
-ml 二 |- TS 7 十 式 ， 
本 题 也 可 以 不 用 得 定 系 数 法 .事实 上 ， 
] 
十 区 十 守 十 
了 
(十 1L 十 并 十 天 
四 1 
二 二 
-1 1 1 
1 十 1 十 工 十 和 
_ 王 二 - 
1881， T 十 1 
解 ” 设 -= 一 如 + 过 1 , 通 分 后 应 有 


证 十 ] 十 上 一 
1 兰 4z 一 工 十 1)7 十 (Br 十 cs 十 1). 
比较 等 式 两 端的 同 次 将 系数 ,得 


天 1 十 吨 一 站 

fi 一 上 十 瑟 十 品 一 0 

癌 | 十 大 一 1 

-上 pr 二 
由 此 ,2 3 如 一 3rC 一 己 ， 
于 荐 ， 

2 = | 工 一 了 
zs 十 1 (iD - 3( 5 下 jd 
3Jxr 十 1 6」 谤 一 工 十 1 

dz 一 六 


] 
| (一 工 ) 十 卫 
Z | 
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1 《 工 十 了 入 上 tc 一 上 上 
6 一 TITT TV 


， 并 4 加 了 十 志  、 
解 设 二 一 [一 工 二 1T 十 天 十 这 十 IT, 通 分 后 应 有 


天 寺 过 ( 太 十 三 二 1) 十 (号 十 忆 六 一 下) 
比较 等 式 两 端 工 的 同 次 等 系数 ,得 
| 岂 十 五 一 D， 
fi 六 一 吾 十 已 一 1， 
Tt"| 一己 一 站 


-一 一 工 C 二 工 
由 此 :4 一 二:' 召 一 一 本 和 一 可: 


二 二 一 
ji 一 Ge 3 区 1 
1 二 | 天 二 二 2r 十 1 

本 -2 均 十 二 14 
dx 十 去] 
L | 2 
、 二 广 | 一 一 一 


1 
解 j 去 二 Ta 
一 


二 一 二 arc fg 六 十 慷 、 
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本 题 若 用 待定 系数 法 , 则 较 麻 烦 , 从 略 . 


研 焉 
1884. 去 二 


解 本题 如 用 待定 系数 法 来 作 ,主要 步 又 如 下 : 


设 4r 十 日 | cz 十 只 
二 TI +rvV+I W 一 V 十 1 
则 经 计算 可 求 得 4 = 妆 2 .8 二 .C = 一 王 ， 
D -于 .于 是 ， 
Www 2 1 
2 十 1 zz 二 tw> 十 1 
一 二 
+| 
妇 一 TYV2ZT 二 1 
2 
四 [之 十 5 ] 二 并 
并 WA ] 
Tt 研 工 
十 一 
二 本 WA 1 
(十 2) 十 交 
Ya 
一 | lz 站 
2 1 
3 
+ 于 | 杂工 
二 3 
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1 
4 VC 
以 2 2 十 2 
了 [ee 于 志和 
27 一 2 
一 -全 己 
坊 中 
1 1 型 十 节 Y2 十 1 
4v2 和 一 vv2 十 1 
十 立 人 斌 |+ 
如 应 用 下 殉 解 法 , 则 更 简单 些 . 
dr 1 肆 十 1dx 一 二 | 天 二 
zi 十 1 20 十 1 2Jxz 十 1 


Frlngzz tr ww 2 十 1) 一 Iak 一 rw 2 十 1 


十 


十 ate tt 它 


arc 多 


这 全 


1 工 _ 一 
-了 ee 元 | 
1 王 一 工 Y2 十 1 
472 EC 
注意 到 arc tg| = 
则 得 
Cr | 
zi 十 1 2wV2 
1 T2z 十 Tv2 十 1 
十 -一 一 in 工 一 工 Y 二 
4 2 和 一 ww2 十 1 
*) 利用 1712 是 的 结果 ， 


xx) 利用 1713 题 的 结果 ， 


好 人 
1885 上 | 二 二 二 二 
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十 忆 1， 


王 交 2 ] ,最 后 


十 aret 
定 证 8 】 


工 只 2 


1 一 交 : 


are La 


十 必 、 


zz 十 衬 十 1 
4 如一 工 十 1 下 少 三 
1，. 娃 十 之 十 1】 工 一 

本 in 二 一 十 ] > -ar te 三 于 |+c 
如 不 用 待定 系数 法 解 本 题 , 则 更 简单 些 , 解 法 与 上 题 夫 


1 +c 


arc cg| 


似 : 
| 他们 
44 十 2 十 工 
-二 去 王权 1 dz 一 二 | 去 于 二 全 之 一 1] 
JR 十 二 1 了 十 二 1 
] | 
1 十 上 一 有 
= 让 < 一 dz 一 坪 | Tc 
ze 十 1 十 二 x 十 1 十 去 
-3 人 4| 一 喜 | 1 4 十 芝 | 
-一 一 一 一 5 
下 下 -+ 
1 “一 1 土工 十 工 十 1 
二 are te| 于 二 + 二 mn 王 二 二 二 1 十 C 
巡 工 
1886. 元 下 
解 ”本题 如 用 待定 系数 法 来 作 ,运算 较 麻 烦 , 经 计算 
可 得 
3 1 
1 
25 十 1 3( 十 1) 十 zwv3 了 十 1 


十 一 一 一 一 一 ， 
tz 一 ww3 十 1 


100 


和 1884 题 与 1885 题 完 全 类 似 , 不 再 详解 ,其 


结果 为 工 方 arctg 十 aretg6z) 
1 zz 十 Yw3 十 1 
一 -一 ln 一 一 一 一 十 必 
二 1 
本 题 如 不 用 待定 系数 法 来 作 , 则 更 简单 些 . 下 面 列 


举 两 种 解法 ， 


解法 一 : 
好 上 加 二 | 到 二 jaz 
刀 十 1 2 5 二 id s 十 1 


= 革 | 王 十 忆 一 : c 了 
2 ze 十 1 

-全 二 和 

2Jfz 十 1 一 3 扩 十 1) 


三代 


二 十 


妈 一 1 
加 了 | 二 edz 十 二 [和 站 十 Te 


1 dxa) 1 
一 车 | 十 二 arctgz 一 


6 十 《他 下 二 |- 


一 于 arctg 本 十 二 aretgz 十 


一 3 十 lt 

十 . 

解法 二 : 
仿照 1881 题 的 分 解法 ,可 得 

-1 -1 _ _ 工 一 2 

X6 十 1 3 十 1]) 3 一 寻 十 1 
于 是 ， 

dr _ 1f ear 1T( 一 2)dz 

fr 十 1 3Jzs 十 1 3j」az 一 妇 于 1 


]] 


1887， 


1 302 


局 ?2 一 
- Jaregz- 了 | 空 二 也 十 经 一 Dur 


一 袍 十 1 
{z 十 说 一 (人 太一 1) 
十 椰 5 2 一 阅 十 1 4 
上 工 | 工 十 1 
一 3aTctg 十 上 | 去 于 去 二 dz 
1 2 一】 
本 二 一 1 
dz 一 过 | df 十 去 
| 工 1 了 
= 车 aretez+ 站 一 全 一 一 直 一 于 王 一 
时 | [= + 二 | 一 
开 
一 工 arct 之 十 工 arct [ 埃 一 ] 
3 攻 6 
1 十 过 3 十 1 
十 一- 天]n 一 一 一 一 十 亡 
4 3 这 一 ww3 十 1 
丙种 答案 形式 不 同 , 实 质 上 是 一 致 的 . 
| 讶 工 
{1 十 fK1 十 < 二 33 
， 1 | 
解 必 zGT 二 FT 二 一 让 1 
五 夸 十 耳 政工 十 下 
二 人 让 1 十 二 十] 一 到 一 > 让 1 
通 分 后 庶 有 


1 =4(z 十 1)Czr2 十 1)(22 一 之 十 1)》 十 吾 (z2 十 1) 
(一 过 十 1) 十 CCz 十 站 )Cz 十 1)3 人 (一 
工 十 1) 十 《zr 十 本 )(z 十 1)2z: 十 1). 
比较 等 式 两 端 的 同 次 民 系 数 ,得 


T4| 五 十 如 十 万 十 和 辣 十 瑟 一 0， 
723 4 十 万 十 2 互 十 ?5 一 号 一 0， 
ze|4 十 2 十 所 十 2 下 十 2FF 一 0， 
7 一 十 和 十 万 十 五 十 2F 一 0， 
了 To] 站 十 吾 十 玉 十 下 一 1 
_ 了 工 上 一 了 六 一 
由 此 , 4 一 可， 二，C 避 ， 姜 二 
局 
于 是 ， 
和 
(1 十 zl 十 xy(l 十 关 ) 
1 1 
-jeDT+TECTHI 
1 本 
十 3 二 1 5 TI]dz 
了 工 加 1 工 
一 证 z 一 人 二 十 网 
《2 一 1 1 二 | 
言 t 一 六 十 1 后 [> 3 一 冯 
1 kz 十 1] 和 1 了 工 
一 6" 天 一 TD 十 arctgx 
1 | 至 二 :| 
一 TCt 十 己 
vv 林 V 
地 好 
1888，| 去 一 二 二 二 re 
解 设 和 一 和 二 和 二 二 二 


1o03 


] 
TD 一 十 1) 十 工 十 1) 
一 二 

通 分 后 应 有 
1 王 4tz 十字 十 1 一 工 十 1 十 8Bz 十 
刀 人 一 刘 DO 一 这 十 1 十 (Dr 十 五 ) 扩 一 
1252 十 工 十 17). 
比较 等 式 两 端 工 的 同 次 医 系 数 , 得 
4 十 吾 十 万 一 小 ， 
| 一 2 有 十 万 十 五 一 让 ， 
姑妈 十 2 一 20 一 俘 
过 
证 


"| 号 一 已 一 虹 一 

1 pr 1pp_ 1 
国 此 ,4 四 号 , 殖 3 本 6 ,天 一 站 ;下 一 >， 
于 是 ， 


| 1 加 2t 十 1 
3 一 1) 6GfKzrz 十 立 十 1) 


】 

2 一 工 十 1》 
1 ， kz 一 1 [经 
6 下 于 arctg 杞 十 已 


1889 j 一 
工 十 3 十 六 芝 十 3 十 1 


jzz 


104 


， 人 .机 汪 十 吾 
和 解 盆 一 一 一 一 人 一 一 一 一 
二 3 十 3 
二 , 通 分 后 应 有 


妇 十 工 十 记 


22 (4 十 瑟 )Kzz 十 工 十 训 ) 


+ (Cr 十 DGzrz 十 2r 十 2). 
比较 等 式 两 端 z 的 同 次 医 系 数 , 得 


za 凡 十 巳 一 0， 
:| 4 十 百 十 2C 十 五 一 1， 


二 


开 号 十 2D 一 0 
_4R_ rm mn 3 
由 此 ,4 一 s "有 6 5 5“ 
于 是 ， 
| 人 
坟 十 3m 十 写 z 十 3z 十 1 
4 和 十 3) 4 二 十 3 
下 TI 
过 
加 二 20< 十 号 | 二 十 7 
2 十 2r 十 2 《 工 十 1 六 十 了 


1 
四 站 En 了 有 
二 十 二 二 二 | + 去 
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Tz 十 2 十 2 吕 


一 二 mn 十 三 arctS(T 十 1) 
xf 十 工 十 人 


一 苹 arctg(2z 十 12 十 民 . 


1890， 在 什么 条 件 下 ,积分 
| 笃 十 5r 十 < 1 
一 3 


为 有 理 函 数 ? 


通 分 后 应 有 
2 十 上 Er 十 Cr 一 1 十 号 ret 一 了 3 
十 站 (了 一 1 六 十 万 本 (一 1)》 十 瑟 x3. 
比较 等 式 两 端 x 的 同 次 壤 系 数 , 得 
| 4 十 站 一 人 和， 
宁 | 一 24 十 喇 一 五 十 五 一 0， 
Ti 骨 一 2 十 亡 一 
zl| 吾 一 2 一 也 
2 | (2 一“《， 
由 此 ,4 一 G 十足 十 3 和, 且 二 十 2 一 
画 王 一 (4 十 2 刀 十 3) 匡 一 十 五 十 < 
当 4 一 忆 一 0D, 即 2 十 绍 十 3 一 0 时 ,积分 
| 琶 十 生 二 


了 人 一 3 


主 实 
为 有 理 跟 数 ， 
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利用 揭 斯 转 洛 格拉 得 斯 基 方 法 ″ ,计算 积分 ， 


Tt 工 
1891， 上 去 一 让 二 二 
解 息 一 fr 一 1 入 (Cr 十 1 
售 | 一 【区 一 1 十 下 入 
一 和 十 天 一 了 一 1]， 
人 一 《一 站 十 1) 
一 池 一 1. 
二 
《 汪 一 二 7 呈 和 十 工 ) 
， ， 
本 二 + 芝 革 人 少 而 
了 (24 十 尼 )(T 一 1 十 一 《3 一 1 
*《 妈 了 十 吾 垃 十 下 ) 十 《Dr 十 下 ) 一 1 十 了 六 


比较 等 式 两 端的 同 次 插 系 数 , 得 


设 


* 所 谓 奥 氏 方 法 ,是 指 关 于 有 理 真 分 式 右 5; 的 积分 ,可 以 备 助 代数 方法 来 分 


离 成 一 个 真 分 式 与 务 一 个 真 分 式 积分 的 和 ,使 得 在 新 的 被 积 真 分 式 函 教 中 ,其 分 
芯 砍 数 达 到 最 作 准 态 . 也 即 在 公式 


天 【 工 一 呈 | 工 放 并 
3 十 | Gd (1 
中 , 媳 单 Ptzy ,和 try 已 知 , 且 设 疗 排 负 (Cr 可 以 分 解 成 一 寥 与 二 次 类 型 的 实 因 


式 : 


全 fy》 一 《5 一 他 让 egr2 十 疡 开 十 是 ?mr 

其 中 上 or 是 目 然 数 . 在 公式 51) 的 右 端 分 母 已 知 , 形 如 

总 人 ff 一 【一 证 站 1 十 疡 二 十 可 加 ee 

名 zf 一 【一 申 hogE 十 疡 T 十 可 
且 满 足 总 人 zi ， 外 sz) 一 息 (t 而 帮 (r 和 sfz) 为 相 度 比 名 (zy 和 总 set) 更 
叔 玖 的 多 项 式 . 一 般 可 用 待定 系数 法 求 得 . 这 种 利用 公式 (17 来 求 积 分 的 方法 .就 
是 所 谓 揭 奥 斯 特 六 格拉 得 斯 天 方法 . 详细 可 以 参见 T. M. 非 款 多 哥 尔 艾 著 (北大 
评 ) . 微 积 分 学 教 垂 .第 二 着 一 分 册 . 第 264 目 . 一 一 《题解 4 总 者 注 
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z| 站 一 站， 

zy 一 4 十 瑟 十 的 一 避 ， 

2 六 一 2 一 瑟 十 下 王 0， 

xz 一 24 一 3 红 十 吾 一 天 一 下 一 1， 
2z9| 一 吾 十 所 一 下 一 光 ， 


上 工 了 上 _ 了 虐 __ 
由 此 ,4 一 5， 吾 (一 4 一 0， 
__ 工 
， 
于 是 ， 
. 工 民 他 
【《 文 一 1) 十 工 六 
2 十 工 十 2 了 三 工 
8 一 1 十 1 8 zt 一 
_ Z 十 并 十 2 ， 1，lzr 十 1 
5 机 n+C， 
”三 
1892， | 到 他 
解 岛 一 (kz 十 1 一 工 十 1 二 7， 
名 | 一 名: 一 十 1， 
、 1 4 十 瑟 zr 十 于 1 
设 [ 语 二 1 一 2 十] | + 
LT 十 开 十 奖 
2z 十 1 ' 从 而 


1 《247 十 号 1 本 十 1 一 3z84zr 十 吴 居 十 己 ) 
十 《有 tx 十 瑟 芋 十 下 Cr 十 1 工 ). 


比较 等 式 两 绸 的 同 次 震 系 数 , 得 
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3 | 刁 一 中 ， 
| 一 4 十 下 一 0， 
一 2 十 28 一 0， 
2134 一 3 十 2 一 们 
了 | 2 一 4 十 所 一 站 
41 人 十 开 一 1， 

由 此 ,4 = 羡 , 有 一 0:C = RN 训 . 

| 一 工 (3 十 52》 上 + 六 | = 

《十 1 St 十 1 和 


TYTf32 十 5) 
一 让 十 arctgz 十 C- 
区 
34， 《zz 十 2 十 ?72 

种 恕 一 (好 十 27r 十 2)2, 和 一 站 ,一 十 27r 十 2 
设 交 =| dr 十 皇 ) + 人 二 十 天 

《zz 十 2T 填 272 2 十 27r 十 2 Tz 十 2 十 2 
从 而 


= 4 十 2r 十 2 一 20r 十 17(04r 十 五》 
十 人 CT 十 DCz 十 2r 十 2). 
比较 等 式 两 庙 zx 的 同 次 寡 系 数 , 得 
工 | 全 二 0， 
2 一 4 二 2 十 厂 一 1 
t| 一 2 十 2 十 2 一 0， 
z|24 一 2 十 2 一 由 
由 此 ,4 =0, 旦 一 1C 一 0 万 一 1. 
于 是 ， 
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0 加 1 
(zz 十 2r 二 2 和 和 十 2 十 二 
过 人 工 
二 | 去 二 2 汪 二 - 
加 1 + | dt{T 十 1 
十 2r 十 2 (六 十 1 和 3 十 1 


-| 性 
一 二 下 2 十 arctg( 二 十 1 下 


本 题 如 不 用 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 方 法 , 则 吏 容 易 得 出 
上 壕 关 亲 , 事实 上 ， 
| 二 
《2 十 2 十 全 
十 2r 十 2) 一 (2r 十 2) 7 
加 《zz 十 2r 十 了 入 


= | 寻 工 -| 【2 工 十 2 
十 27 十 了 《22 十 27 十 人 7 


Er 十 1 SC 十 27 十 二 

Cr 十 1 十 1 (rz 十 2z 十 2 
1 

一 afctg(z 十 1 十 十 2 TI 十 ( 


地 区 
1895 |] 去 守 7 
解 人 一 (十 1 总 一 总 :一 辣 十 1 
设 1 az 十 吾 zr 十 C 十 万 1 
人 二 妈 二 1 
3 z - 
十 芋 工 十 之 工 十 ez 十 总 ,从 而 
T 十 1 
1] 三 (347z2 二 28 十 Cr 十 1 一 4z3f tr3 十 且 写 
十 三 十 瑟 ) 二 T 瑟 3 填 下 2 十 人 T 十 号 十 17. 
比较 等 式 两 端 二 的 同 次 和 瑚 系数 ,得 
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2 | 五 一 0D， 

| 一 本 十 下 一 站 
| 一 2 十 一人， 
2 一 3 十 五 一 人 0 
六 | 一 4 有 十 囊 一 ， 
xz:|34 十 所 一 间 ， 
71|28 十 忆 一 各， 
zt0| 妆 十 五 一 ]. 


由 此 ,4 = 0,B 一 0C 一 寺 


了 号 
必 一 0 万 二 3 
0 4 


于 是 ， 


本 = 一 总 瑟 一 总 ,天 = 一 口 ， 


| 去 守 - = 工 _ 3f-cdz 
去 军 记 让 了 T7 人 4 十 1 

十 3 1 芝 十 工 阅 2 十 1 
- 下 于 1 2 一 wwY2 二 1i 
< 


aret 帮 一 一 一 -一 一 十 大 


3 
8 2 
*) 利用 1884 题 的 结果 
十 3r 一 了 
1830. | ( 二 1TJCzz 十 过 二 TJ54z 
解 驴 一 (zz 一 1z 十 式 十 1)2 人 一 十 过 十 1， 


妃 : 一 (人 一 ])(zs 十 十 十 1)， 


设 了 十 3r 一 加 mr 十 吾 
GT 


CT 十 有 Dr 十 瑟 


区 TDCGz 干 二 二 和 ,从 而 
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和 二 3 一 (十 二 1) 一 (2 十 1 
(4z 十 如 )(z 一 1) 二 Cr 十 吨 x 十 五 ?rz 十 空 十 了 7， 
比较 等 式 两 端 基 的 同 次 大 系数 ,得 
4 人 一 ， 
43| 一 上 十 已 十 玉 一 
| 25C 十 万 十 严 一 1， 


1 
了 _ 


5 


一 二 一 1] 


3 z 
(二 二 1 十 二 1 9 一 1) 
一 1 
Sr 十 工 十 1 二 
于 是 ， 
| 十 3 一 了 
《下 一 136z2 十 二 十 开关 
Sr 十 之 之 二 工 


”3 于 过 二 站 十 作 工 一 1 


-于 | 五 二 二 2 一 rr 


了 十 工 十 1 
一 5 之 十 < 加 
一 腺 定 二 二 二 人 十 有 mL 
1 
-了 -2 二 La 二 | 4 十 之 
22 十 之 十 1】 3 1 1 3 
[= 十 | 十 


一 和 十 十 工 mn 0 
3( 和 2 十 工 十 1) 9 2 十 工 十 1 
基 十 1 


十 arctg| jc 


可 二 
1897，| 一 < 一 


1898. 
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解 竟 一 (CR 一 1 总 一 (tr 一] 一 区 一 1. 


旋 [ = 1 攻 二 二 2 :其 中 

大 tt) 一 rr 十 吾 f Ca Da 四 
十 亚 z 十 Cr 十 五 ， 

一 十 有 二 十 瑟 ， 


从 而 利用 待定 系数 法 , 解 出 4 = 0, 五 =0,C= 工 


一 352， 
一 0, 匹 一 0 开 DG 一 此, 刀 =0,4=0， 
互 | 一 0， C ~ 0, Di = 委 . 
于 是 ， 
| 一 -7 一 了 xz 三 开 
全 村 一 1 
xz 一 llz 


32KT 一 1 和 十 蕊 sln o| 主 寺 ]| 一 6 和 Starctgd，， 十 必 。 
< 利用 1883 题 的 结果 
分 出 下 列 积分 的 代数 部 分 ， 


| “十 1 7 
(z4 十 了 十 122 有 


， 十 1 
解 设 | 二 于 十 和 二 Tax 


下 十 器 十 帮工 二 五 
本 fi 十 六 十 ] 
阅 也 
Ta 
上 述 等 式 右 端 的 积分 为 非 代 数 部 分 ,因此 ,只 需要 求 出 
4 号 CD 就 可 以 了 .等 式 两 端 求 导 并 通 分 ,得 
坟 十 过 (5342 十 2 十 CC 十 了 十 1 
一 (4 十 27 十 旦 三 十 5 文 十 姜 ) 
十 (4 和 十 用 和 玉 十 丰 二 十 画 )z 寺 区 十 1). 


比较 等 式 两 端 z 的 同 次 等 系数 , 解 出 4 ~ 元 ,一 0， 


“了 工 门 一 _- 一 三 
f{” 一 3 一 04， 一 姜 , 呈 | 一 GT ,天 了 - 因 
此 ,所 法 积分 的 代数 部 分 为 

了 十 2 


fr 十 十 17 
1 请 江 
1893 ， | 去 二 之 十 1 
、 过 二 
解 设 | (二 十 之 十 1 
4 十 号 z 十 Cr 十 万 rz 十 亚 十 天 
(ra 十 这 十 1 
CT 十 瑟 工 十 工 
+ 衬 十 关 十 1 az 
对 上 述 等 式 两 端 求 导 再 通 分 ,得 
1 三 4548 十 4853 十 302 十 了 所 rr 十 五 ) 
(zt 十 福 十 1) 一 2(3z2z 十 134z5s 十 呈 了 4 
十 已 和 二 万 在 十 再 十 天 7》 十 (KGXz2 十 再 了 十 了 工 ? 


《z3 十 二 十 172， 
工 工 吕 


比较 等 式 两 端的 同 次 医 系 数 , 解 出 4 一 一 届 [ 到 一 


357 ~ 405 mm 315 Fr 156 224 
1822 泡 一 961 "已 一 1922” ' 宇 961 ?他 号 人 1“ 
G0, 甩 = 一 51 ,一 一 6， 因此 ,所 求 积分 的 代数 
部 分 为 


486z5 一 357zt 十 810xs 十 315x2 一 3127 十 448 
19228(5 十 二 十 1 
z" 一 1 
T900 | 运 十 文 十 Tadz 
， 六 ”一 
设 | 《5 人 
-4 十 2 十 下 基 十 忆 开 十 殖 
25 十 过 十 1 
+ | 到 士 cz 十 五 拉 十 工 工 十 员 
xx 十 工 十 1 
对 上 述 等 式 两 端 求 导 再 通 分 ,得 
4 一 1= 王 (44za 十 38xz 十 20 十 站 JE5 十 区 
十 1 一 《5 二 104 十 五 zs 十 人 rr: 十 万 十 五 ) 
十 ZE 十 Gz 十 五 i 十 工 r 十 mdCzs 十 工 十 1)， 
比较 等 藉 两 奖 x 的 同 次 材 系 数 , 解 出 4 一 0, 忆 一 0:C 
一 曲 : 忆 一 一 1], 厂 一 0 已 一 0 人 CC 一 0 五 二 0 了 一 DA 


= 0, 因 此 ,所 求 积分 的 代数 部 分 为 


证 
1901.， 计 算 积分 


术 字 . 


| 二 -一 空 一 盖 一 
了 十 2 十 3 十 2 十 二 

解 总 一 天 十 2 十 323 十 2 十 1 一 (rs 十 笠 十 172， 
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一 名 ,一 到 十 工 十 1 


设 ] 
344 十 2z 十 3z 十 2r 十 1 


加 械 十 吴 全 人 并 十 必 
”zz 十 二 十 1 十 王 二 六 十 了" 从 而 
1 三 4fzz 十 十 1) 一 (27r 十 1)04r 十 五 ) 


十 (CT 十 五 )(r 十 并 十 1). 
比较 等 式 两 端 工 的 同 次 赛 系数 ， 解 出 4 一 3 B 一 孔 ， 
全 一 吕 ， 品 一 过 于 是 ， 


| 过 工 
3 太 4 十 2 十 3i 十 2r 十 1 


-Ptl 12f- ae 
3 六 十 工 十 了 zz 十 工 十 1 
_ 二 二 三 | 4|z 十 计 

3txz2z 十 壹 十 1) [+ 于 了 
Ce | +C 


1902-.， 在 甚么 茶 件 下 ,积分 
car 十 28z 十 
2 二 28 二 47 
为 有 理 晒 数 ? 
解 1) 当 a 天 0 且 旦 一 ac 一 0 时 ,az 十 28zr 十 < 
一 Gdz 一 To 其 中 为 实数 . 此 时 


az 十 287r 十 > 
《他 十 2 十 工 ) 


了 
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和 一 0 十 交 一 ny 十 wii 填 8( 人 一 江 o) 十 2Pro 十 上 
2 一 


加 妈 2azn 十 辽 站 ait 十 28zr 十 六 
一 他 2 一 加 让 一 
从 而 积分 为 有 理 图 数 . 
(27 当 aa 天 0 且 玉 一 ac 天 0 时 , 电 设 
az 十 28r 十 关 
《az 十 287 十 <) 
加 凡 z 十 号 ， 十 世 -十 已 
at 十 36r 十 c) Bf2 十 2567 十 e 


从 而 
ad 十 2p8r 十 YY 三 ai 十 2 十 ec) 一 (2ar 十 
20) 
《4 十 吾 ) 十 《Cr 十 D)az 十 20r 十 e). 
比较 等 式 两 端 工 的 同 次 兰 系 数 ,可 解 得 C = 0， 
258 一 ay 一 ca 


了 一 2 .从 而 当 ay 十 ca 一 2 有 时 已 一 用， 
此 时 积分 为 有 理 函 数 ， 
ad 十 287r 十 了 
《人 六 十 28r 十 ez 
和 + 共 ra + 吉 -全 
: 工 
4 十 纯 | 
人 cs- 应 
四 2 古 于 本 百 十 
母 百 ? 宇 区 本 < 
42| 十 误 slz 十 喜 


二 3 下 
1905， | 二 
解 | 雯 生 上 上 人 (人 
十 3 本 Jr 十 3 
1 筷 | 
一 arc 证 十 已. 
4 v 可 | - 污 
补 十 工 
1906，| 到 二 :az 
T 十 工 J 1 cz3) 1 三 ) 
解 | 二 dz 一 cz 二 TIT 十 了 tx 十 1 
1 3 Trl 《2 十 17)3 
一 本 arctg(z) 十 广 [ 一 二 
1 2 一] 
二 -2 - 厅 j) 十 己 
工 了 工 《zz 十 1 
二 arc tg(za) 十 Ia 直 AT 
1 .12z 一 1 
一 一 -arc 上 十 导 
2 v 本 8 VS 
*) 利用 1881 题 的 结果 ， 
T+ 一 了 
1307、 | 二 十 3 二 4 
吉 
-3 _ 
TKT 十 3z 十 了 (1 二 + 
- [3 -让 
二 十 也 十 1 
导 工 


5 二 
| 二 十 1 
了 
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吕 
5 二 1 
一 言 呈 二 二 了 ln 去 二 了 十 上 
工业 
1908- | 《ri 一 了 站 入 
人 
解 | 《10 一 1097 


二 | 妇 () 

5J rrs 一 w10)kzs 十 w107 了 3 

-= 四 | 衬 十 w10) 一 (xs 一 Y10)]? 
200」 (fs 一 DC + w107? 


| 一 一 加 一 二 二 | < 
5 二 二 7 (xz ) 


az 一 Vi 11 dz) 
200」 vi 一 vv 而) 100」 (zs 一 10 


堵 (5 


1 dxzs 十 w10) 
200. (xs 十 Y103 
1 -~ In 王 一 v10 
200(z5s 一 w10) 200 vv10 lx 十 vi1o 
1 
一 一 一 一 一 一 一 一 十 C 
200(3zs 十 v10) 
工 1 25 一 v10 
一 剖 | 二 + 5 本 v |+c 
了 全 
1309， | 十 3 二 
1 zadcazy 
解 | 二 和 二 十 3x! 二 32z Ca 十 17Cz4 十 2》 


3r 二 2 ， 
一 二 |- [于 Tiz) 
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| 
心 | 一 
去 

十 
国有 


人 
1910，|」 让 5 汪 直 5 


解 f 3 人 了 | 5 z5 
(rn 十 205 十 2 5 Ce5s 十 1 和 十 1 了 
了 工 (十 Toart 十 17 1 fi 十]) 
5 [Kxzs 十 1 和 六 十 1 5J[CCz 十 1 和 十 1 
dr(zs 十 1)3 十 1 工 cdtzs 十 1) 
[zs 十 1?2 十 133 5J」[fzs 十 1)2 十 1 
加 1 加 二 十 ] 
10f(c 十 1 和 十 1] 54200rs 十 1): 十] 


十 二 are tgftzrs 十 1 | 十 所 


5 
了 
于 et 二 1 十 人 
* ) “利用 1817 题 的 结果 


1911. | 过 dz 
解 当 过 0 肝 | 
xz 一 | 一 4 


六 id ZX 十 1 


革 9] 
fr” 十 上 


一 1 ie E| 十 七 ; 
当 半 一 0 时 ， 
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1 一 去 二 


jacr 


| 二 1 = | 一 2 。 并 
《2 十 1 7 1754 《2 十 132 


1TTYCz 十 ti) 一 1， ， 


cf) 1 名 


阁 」 rm 十 1 玫 】 Cri 十 7 


-了 了 工 [_ 
= arC 二 站 (人 -2 王 [5 二 了 


1 “7 
十 六 arctg(z) ] 十 姜 


_ 于 
一 下 ae ec) 一 二 二 i++C 
当 区 一 0 各 | ， 
和 和 1 1 人 
| dz 一 寺 衬 = 二 mlzl+c 


*) 利用 1817 题 的 结果 . 
1913. | 远 折 一 S 


GT 四 

解 | 云 径 十 中 3 = 序 站 主 四 in 十 人 十 人 全 人 
上 fatkzr" 十 2) 

20」 xx 十 2 


_ 江 | ft 
六 和 nj 工 | FlnGz ?十 2) 十 C 


< 一 到 In|z| 一 
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20 -5 
1914 ] Fi 
和 解 由 于 
1 Au 十 1 一 工 - 
frin 十 132 Tt 十 1 入 
加 1 和 
AtT 十 1)》 【工区 十 卫 7 
1 加 2 
”六 -1 fa 十] 了 ?2 
所 以 
好 下 __ 1 2 过 
| |CG 于 一 < 
ifTdcre+1l) 1Tradczm 十 1) 
一 tm || 一 10 二 十 1 【工人 十 了 了 
1 
上 上 6 
一 lnlzl 一 incz 十 17 十 TREE 十 慷 
1 ET 1 TeCG 
= mp 天 二 1 十 1CETT 订 人 


1 一 区 
1915、| 二 二 dx 
1 一 区 -| 三 - 27” 
解 | 才 寺 554z 一 码 一 工 十 丈 j4 


21TS61L 十 二 ) 
is 一 下 和 二 二 
一 ln|z] 一 季 ml1 十 字 | 十 扎 


了 工 | 工人 
一 李惠 讶 二 二 让 


和 一 1】 


1916| 二 一 村 二 6 下 TDdz 
12 生 


1 一】 
入 二 一 57Cs 二 弘 二 并 


四 了 | d(zs 一 5z) 
一 (机 一 Sr 一 5 十 1) 


1 加 5 
二 | 二 二 雪 二 dc 5 ) 


Ta 一 5r) 工 df 一 5 十 革 ) 
5 5 一 与 节 5 xs 一 5 十 1 


加 ft 一 ， 
和 
4: 十 上 
1317: | 4 十 区 下 和 
解 由 于 
巡 十 1 42 十 1 
X4 十 z 十 1 (zz 十 1 入 一 人 


2 十 1 
(zz 一 工 十 1 人 rz 十 工 十 1) 


[ Ht+mreril， 


二 二 
“十 玫 十 1 
+ 让 二 
到 去 二 xx 十 TI 一 2J 王 十 工 十 1 


1 
_ [2 + 二 | d| = 十 二 | 
2 十 三 


地 工 


3 1 1 
各 二 二 二 十 序 | 
] 2r 一 1 1 27r 十 1] 
一 aret 客 十 aetg 一 一 一 十 二 
v 3 w 3 vv 3 w 了 | 
1 人 
一 aret 十 慷 ， 
Te 
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疙 一 工 


1918. 去 二 去 年 吉 id 


袜 一 】 
解 去 干 二 十 二 上 


] 
加 [1 一 苔 jd 
十 戎 +[z+ 雪 +a 
1 这 ” 
| dz 十 过 | 
一 | :” 
[十 过 | +|z+ 关 一 1 
{ d| 工 十 过 十 襄 
轩 1 1 5 
[lz+ 二 十 二] 一 二 
-， x+ -全 
上 斌 < < 二 
证 2 之 


1 2 十 人 一 Y5) 十 2 
w5 2r 十 (1 二 Sr 十 2 


1919，| 气 二 dz 
时 让 于 je 


1 1 沁 一 到 YE 十 1 
4wvw2 ti 十 zawv2 十 1 
<*) 利用 1713 题 的 结果 ， 


1920，| 到 二 dz 
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十 忧 . 


解 | 到 二 las =- | 笃 一 志士 志士 二 dx 


4 十 1 “十 1 
四 Ti 一 - 了 2 十 于 d 
= | 二 语 志 瑟 dz + 上 共 二 1 
-| ] or 二 了 工 [_eCzrD) 
Js 十 1 3J(4z 十 1 


一 arctgxr 十 癌 arctg(z9) 十 忆 ， 


1921， 试 导出 计算 积 
二 工 
人 干 丰 二 ca 天 用) 
的 遂 挫 公 
和 用 这 个 公式 计算 
他 工 
《2 十 并 十 了 于 
解 由 于 
4akaz 十 rr 十 ec) 一 (2az 十 有 :dac 一 号 ) 


一 上 十 4 其 中 一 2ar 十 b 和 一 dac 一 中. 于 是 


过 代 __ 【和 全 
【了 十 再 证 人 [CE2Qz 十 百 ) 十 上 ]” 


2 
当 双 天 0 时 ,对 于 积分 | -和 施 用 分 部 积分 法 , 即 


有 
加 2 
| (起 十 和 人 十 疝 二 3 ( 疆 十 总)9+1 
_ [十 一 站 
革 二 本 JJ 十 2 十 加 JI < 


= 证 十 夺 十 冲天 下 -2n4| 至 十 2 
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了 (在 _， 
若 念 了 一 | 主 十 " 则 得 


= 让 二 十 237 一 2 1， 


了 了 1。 f 2 一 1 工 
或 了 1 一 作 玫 让 FOR 2 六 蕊 


-于 1 ， 
及 而 生 一 2f 一 1 各 (十 汪 庆 7” 
2 一 3 17 
十 2 一 2 人 


了 一 22 二 和 


“了 


1 
2 站 一 1724 ffz 十 上 7 


性 
叶 
| 
人 
忆 | 一 Ce 
| 
人 


2 
rdarigaxz 十 6 十 cj 2 一 2 


1 .2a | 可 全 
4 (da Ja 十 oz 十 ec | 


( 扩 一 1 (az 十 Br 十 e 下 一 
忆 
气 志 ._， 
最 后 得 递 推 公式 
1。 一 1 二 2az 十 上 十 2 一 了 阅 
” (站 一 1 (393 十 记 r 十 衫 六 太一 
2 
二 -1 
当 和 一 6 时 , 则 有 


1 2 各 


代入 了 即 得 


【1 _ 了 本 一 立 
一 人 c 【三 -了 )。 
将 4 一 轧 "it 展开, 即 可 分 项 积分 求 得 地 
如 果 羔 一 cy 出 
四 ] ， -上 
区 于 51 
念 a 一 2 一 3 一 2 及 7 一 3 并 设 ， = 去 工 和 ， 
邑 得 
| 二 一 2 十 3)5 
_ 工 4 一 纪 - 
5+ 祝 
1 放 1 3 
3 
1 [ 2 人 
= 末 | 一 过 一 3pl1l 十 芭 一 分]+G 
.17 工 十 3 Sr 一 2) 
5 一 二 sn| 三 示 引 二 了 十 3 
一 2 、 
2 十 3 二 CC 
1923， 知 PCr) 为 工 的 2 次 过 项 式 , 计 算 
2) 
SST TYeiGT， 


解 由 于 PCz) 为 工 的 次 才 项 式 , 故 得 
王 , (7) 一 > 习 edx 一 在 关 ， 


上 直 
第 一 由 * 
其 中 己 (ae 一己 (Ca)01 一 1. 


于 是 ， 
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1924 ， 


其 中 


号 人 


《 交 一 辐 ]mT1 


他 全 


同一 人 


一 1 夫人 
一 六 可 f Peta| 本 二 Ti 


旧 一 全 
荆 己 0 cj 之 
十 阿 (| 5 
四 生 Ta) 加 
> 二 一 天 1 全 一下) 


十 十 PoemCa)inl< 一 站 | 十 苇 ， 


宇 一 色 > 一 oo 为 P,(z) 的 首 项 系数 , 即 


产 (T) 一 en 人 (一 人 十 QI 一 下 十 和 
十 az 一 ca 十 au 
设 Riz) 一 尺 " zi 其 中 尽 为 有 理 盟 数 , 则 盟 数 
Riz) 分 解 为 有 理 分 式 时 有 其 么 村 性 ? 
艇 设 只 6 一 Pr 十 本 (Cry 
其 中 PCz) 是 多 项 式 : 若 只 "Cry 本 身 也 为 多 项 


式 时 , 则 有 Cr) 二 0; 否则 避 (z) 一 :CY? 是 真 分 式 ， 


而 PCz)eQtzr) 也 询 为 光 项 式 . 

设 和 cz)y 有 非 负 实 根 为 sa ,其 重 数 为 ai 一 1， 
2,… 0 负 根 为 一 六 其 重 数 为 房 (下 一 1 2 
一 次 久 式 为 悦 十 Cor 十 卫 ,, 其 重 数 为 7( 产 一 1 2， 
5 其 中 心 : 一 4D,< 拓 0 于是， 


131 


生 上 


as| |] oz 一 az 十 如 ) 辣 ， 了 十 Co 
1 一 1 声 王 | 
十 也 ,mr 当 问 天 0 天 0 天 0 时 ; 


as [Tc 十 红 )8 ， [Je 十 Cor 十 五 ,)7， 
= 一 正 : 0 0 和 

=.TTez apeTTer 十 Cor 十 万 六， 
当 7 天 和 _o。 天 0 时 ， 

o 工 [c 一 人 0 [Te 十 名)， 


当 严 天 0 天 0 一 和 时 ; 


名 ， 《一 


2 【人 一 人 , 当 兽 关 0:5 一 0.s 一 0 时 ; 
4 


ao 【证 十 战 ) 关 ,当头 一 必 注 0 二 明 时 ; 
= 


贞 一 
ao jx: 十 Coz 十 三 , 当 曾 一 0 一 0,s 天 0 时 ; 
卢 =-1 
以 下 载 kz) 表达 式 中 的 第 一 种 情形 子 以 论证 . 
由 一 4 <0, 必 有 
和 本 Cr 十 了 一 《2 十 互 ,十 下 《zz 一 五 江 十 天 
《 记 一 一 1,2.,….5)+ 则 此 时 有 


Qi(z2 一 az 一 ao 十 ar， Tj (十 要) 
一 上 


| 


于 (有 及 


性 一 


上 32 


4 
PC ) 一 可 0 ~ 一 袜 > 二 三 


下 ee 7 
-六 六 名 2 六 袜 ( 十 坝 蕊 十 下 


由 下 一 


jc 十 AN 
最 然 有 一 百 ( 人 一 2 由 五 的 分 解 式 的 唯 
-一 性 ,比较 系数 , 即 得 常数 关系 为 : 
几 = 0 一 人 3 一 人 0 


改 二 一 1].2ovvsiif 一 1] 人 Deeeeoptit = 2vyy 方 一 1， 
呈 r3] 疡 帮 一 ] ,2 1)。 最 后 得 
民 Cxr) = Pzr 十 理 (z) 一 


-PoorSNar 1 1 
一 天 人 二 全 之 疏 《2 一 开关 下 《2 十 麻 ] 


六 立 二 学 刺 + 立 习 [全 二 生 二 十 生 让 
ee 
十 让 
如 寿 五 ri 兴 站 和 权 一 0 但 :天 0 天 0 时 , 则 在 上 述 
表达 和 项 的 和 下 殖 加 


Re -Pay 上 NS AS > 


此 一 T= 1 生 ; ae ] 


其 它 情 形 可 以 类 似 推 演 , 此 处 不 再 一 一 细 叙 。 至 于 当 
酝 (zi 考 0 时 ,当然 有 民 fTry 一 靖 (rzy， _ 
另外 ,本 题 志 可 在 复数 域 上 作 分 艇 考虑 
们 记 愉 " (zy 一 忆 zl) 十 五 Cr 其 中 亚 人 zy 为 客 项 
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式 , 而 吾 (z) 要 委 是 零 ( 当 民 ' (xz) 为 多 项 式 时 ) ,要 么 是 


、 五 久 他 
一 个 真 分 式 , 例 如 五 tr) 天 0 时 , 记 互 (rz) 一 可 是 其 


真 分 式 , 书 ， 【全 ,人 《 立 ) 为 多项式. 若 记 信人 (Cr) 在 复数 域 
中 的 根 为 esi 其 招 应 重 数 记 为 8 一 2 747 量 然 冯 
之 1). 即 


Ci 一 ao | jcz 一 安 | 本 ， 
1 一 1 


那么 Qikr) 中 的 每 一 项 袜 一 必 可 分 解 为 一 次 式 乘积 
T 一 全 一 《rr 一 三 十 二 )， 


于 是 
QQ 一 ao jz 一 融 )5(z 十 态 )、 
一 1 
尼 
各 人 一 -六 袜 [二 2 二 六 十 艺人， 


_ 所 加 

后 一 1 已 《全 (zr 十 可 六 

由 Fe) 一 百 (( 一 zx) 六 从 了 已 Cz) 的 分 解 式 的 唯一 性 ， 
比较 系数 , 即 得 4 一 《天 一 2 一 上 2 


xs, 最 后 得 到 


民 (z) 一 忆 (r) 十 下 (一 天 (zz) 十 > > 


路 1 


[二 一 光 ) 1 〔 玫 十 让 人 其 中 已 为 分 母 @ Cr 的 枢 ， 


4x 为 带 系 数 ， 
- 计算 
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量 


寻 工 
1 十 3” 
式 中 半 为 正 整 数 . 
解 ”上 先 将 被 积 医 数 分 解 成 部 分 分 式 之 和 ， 我 们 可 以 证 明 


2R 一 ] 
] 1 1 一 Acos 3 


区 2 交 一 1 了 1 
之 插 
坦 让 下 , 记 闭 项 式 区 2 十 ] 的 Z0 个 根 为 加 人 天 一 1 2 


2 一 1 
兰 


4=1 和 一 PCDOS 


r 十 jsin 经 一 1r, 其 中 了 一 


28), 导 处 ae 一 Cos 元 


v 一 1 为 虚数 单位 . 


于 是 ,jchil 一 1,ap 一 一 1.ay 一 Geii 
at 一 1 十 ar 一 2cos 全 1x 

议 [到 本 > 才 e < 

妈 = 、 人 


令 < ua 并 应 用 沼 比 塔 法则 , 即 得 


2 、 3 _ 2 
1 -im 4 十 工 ) -lim 生 由 二 


Ti 人 人 中 一 ”他 


Li 22 


rm 
一 2 4， :二 一 2 人 di 一 于 
BF .4 一 一 下 人 一 上 ,2 
于 是 ， 
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站 
一 了 工 [二 Ci 】 
流 仑 二 
一 了 工 一 《ex 十 dg) 区 一 2aias 
2 人 一 (ee 十 Qtr 十 aa 
28 -一 1] 
了 ] TS 
天 二 四  _ 2 一 1 
于 2zcos 有 可 才 1 
最 后 得 到 
人 1 六 | 1 一 .zcas 全 机 
十 了” 得 这 2 2 上 -- 1 4 
一 2TCcDs 娘 十 1 
2 了 
了 Ta 
芒 他 /- 
2 一 ] 2 一 2cas 2 上 元 
袜 门 S 区 | 1， 
2 


Tc0s 一 | 十 sinz 全 一 
2 2 亚 
_ 忆 
二 元 : 
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8 3， 无 理 函 数 的 积分 法 
化 被 积 函 数 为 有 理 函 数 ,以 求 下 列 积分 ， 


1926. | 一 一 
解 设 v 一 tt 则 袜 一 本 dz 一 2， 
代入 得 
dr tr 四 
| 到 二 一 一 引 | 二 4 
一 2 一 infl-HoI 二 CC 一 2 wz 一 2nfl 十 wx) 
十 C， 


和 

1927.| 一 二 2 ww 十 部 
解 设 yYzx 一 5 则 工 一 上 dz 一 全 5 
代入 得 


| 一 一 人 一 二 
zfL 十 2wzr 十 学 六 ) 


| 远 二 个 十 丁 十 如》 


一 | 二 二 
太 十 zf2t 一 二 十 1) 
_ 1 1 和 一 1 
| 于 由 1L 十 TO 三 


37 


-mw 一 Ja+D -是 iv 
1 
- 苛 - 人 | 
16 1 7 
(二 


= 5|inlel 一 二 mnl1 十 中 一 全 lnC22 一 上 十 了 


-- -一 一 -arctg 侍 二 +C 
4 7 


二 一 - 立 | 
4 (十 人 MKC26 一 二 十 


3 arctg 笃 二 1+C 


它 WwW ww 
3lnb- zy 
4 (十 多 2 3 二 133 
3 4yyr 一 1 、 
arete 一 一 十 二， 
2 .了 和 ww 7 
 W2 十 工 
1928: | -到 二 二- 
工 十 sw2 十 交 
解 设 Y2 十 过 = 一 1 刚 垃 一 上 一 2cdzr 一 32 
代 和 人 得 
元 邮 2 十 浆 站 
| 二 引 去 二 7 一 24 


他 了， 


人 
上 4 和 十 ?十 31 


1 
1 
je 
中 
[ 
如 


如 
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rr 1 二 
二 j [二 十 ff 十 二 二 7] 


4 2 
1] 十 ; 二 7 十 


内 堵 但 
-= -一 上 +C 
(十 均 文 放 1 工 十 YY 区 
vwrTTT-- YY 一 工 
. 一 一 cd 
1 ] 


解 设 \z 二 1 = 一 上风 


| 


 __ 2 二 1 本 
科 一 Taz 一 一 Tt 
代 人 得 
jz 十 1 .- ] 
+ 全 下 af .于 _ xz 一 | 人 1 了 
YY 了 十 > 并 十 1】 
一 一 一 十 1 
将 一 】 
四 et 


好 13 十 173 
__ |[- 2 十 -1 
加 (二 1 和 (十 1 20 十 1) 


1 
本 让 jd 
上 攻 一 


1 1 上 
十 1) 71 1 十 


二 村 王 一 点 z Ya 十 广 nix 二 Vv 王 一 ii 二 
如 果 不 限 割 将 被 积 4 数 化 为 有 理 函 数 ， 本 题 的 解 
法 可 简单 些 . 事实 上 ， 
了 4 站 


| 蓉 王 4 
一 一 一 一 一 一 地 工 
wz 十 1 十 vzr 一 1 
= | 学 天 二 全 v 工 一 ]) 
本 (十 17 一 rr 一 工 


一 je 一 V 认 一 dr 
一 工 ， 了 工 。 | 十 去 Inlz 二 v 可 一 二 | 十 忧 . 


械 工 


2 2 
1932，| -一 一 空 一 一. 
区 (二 1 一 
| 
， 十 1 
解 设 元 一 ] 二 二 则 
十 1 
1 
代入 得 
轨 艾 | 3 -， 
一 -一 一 -一 一 一 一 -| 一 一 二 上 【《 
| 元 二 全 一 1 < 2 
了 
3 十 1 -。 
2 一 1】 十 性 
1933，| -一 PE (> 0)， 
六 一 
一 _ 如 
解 襄 一心 则 工 一 十 间 * 
2 
4 一 人 二 
代入 得 


过世 


7 
-下 
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站 
一 一 各 | 订 十 


一 4| [二 一 二 二 7 二 1 ] za 
ev TDTTeEw2 +l 


一 一 全 | ] 1 
字 


一 一 一 一 一 一 一 一 | 二 
呈 一 上 YE 十 1 有 十 2 | 


= 一 了 | 一 -一 抑 一 一 - 引 一 一 天 一 一 
2 (一 上 wwVTTi 2 十 YE 十 了 1) 
性 
一 二 二 了 
现在 分 别 求 上 述 积 分 ,利用 1921 题 的 递 推 公式 , 即 得 
| 二 加 2 一 2 
(三 一 上 Vi 2 一 上 vv 2 十 1) 


《让 
+ 一 洗 一 一 
研一 YY 十 1 


4 宇 | 
2 YY2 | 2 
2 人 一 V3 十 1 过 | + 二 
2 一 w 2 


一 一 一 二- 一 一 一 十 arecteft ww 2r -一 1 填写 
2ftE 一 十 1 


及 


| (如 
(十 让 ww 十 173 
四 2 十 2 | 二 
2 十 上 ww 2 十 切 三 十 rw2 十 1 
1 d42 


2 十 2 + | 
2 人 TY2< 
2(8 十 rw 2 十 1》 [+ 
2+Vv2 十 warctgkw2r 十 1) 
2(2 十 zwY2 十 1) 
十 
利 肌 1884 题 的 结果 . 即 得 


er 1 志士 上 Y 十 工 
十 1 4Y27 一 tvVv2 二 1i 


最 后 得 到 


| 天 关 -- -- 引 | 2 一 v2 
Ya 一 区 ) 2 1 20 一 上 YY 2 十 1 
2f -YY | - 和 

2{ 相 十 上 2 十 1) 


[arctg( 2: --1) 


十 LvY Y2 二 1 
+ arctgCV5 十 1)]T+ 一 7 In， 二 十 Y 2 才 1 


4vI tvVS+l 
+c， 


十 2arctg| 
2 YY 


和 im 全 十 二 人 十 1 
1 十 蝇 4 了 :2_， vi 

t YY 2 

2 2 本 2 
人 十 mm 十 2 - 十 1 


1 十 并 


ar 开 


14 呈 


十 全 ] 一 上 
可 匡 
2 vv 了 g| ; v 卫 
生 


其 中 上 一 二 一 全 《人 < 


je 


全 区 
1934，| 一 - ”cr 
| 辽 《 妆 9 为 自然 数 ) 
解 为 全 “因此 积分 
设 = 上, 则 
--- 本 本 1 
一 4 本 关 iT 二 一 二 2 
0 
和 b 一 z 一 | 多 
代入 得 


| 到 一生- ~-- 拉 [ 
1 2 一 剖 4 
=- 一 . 蔚 

一 玉 十 性 


时 


一 已 
一 -十 ， 


一 二 


1935. |- 
j 均 v 去 十 下 去 


=- [寺中 更 一 1 十 1 
2 -二 5 
t+ 一 + 十 vs 十 二 

代入 得 
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Cr 二 | 二 于 
| : 十 rr 十 wz Je 十 1) 


| 


2 
1936， 证 明 : 若 
声 十 林 一 大 2 
式 中 上 为 整数 , 则 积分 
Re 一 asdz 一 再 ) 辣 dr 
《 式 中 屎 为 有 理 函 数 及 户 ,ga 为 整数 ) 为 初等 男 数 . 
证 当 a 一 号 时 ,rz 一 sx 人 一 要 = 一 (Cr 一 4) 则 


积分 显然 为 初等 函数 . 
当天 时, 设 z 5 一 2( 关 1 , 则 
人 一 吃 红 一 在 
“1 3 《TI 一 43， 
一 一 
五 一 全 1 一 y 定 一 上 1 一 人 
代入 得 


|Rczsc 一 or 一 六 王 ] 如 7 


. 一 3 一 也 三池 
一 ol 二 生 引 | as 
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再 设 y yy = 上 则 一 Pdy 一 ne ct 从 而 上 述 积分 化 
为 

| [Cr 一 ar 一 563]dx 
-ee 二 | 生生 叶 千 旨 | 让 
因 为 被 积 函 数 为 上 的 有 理 亢 数 , 所 以 积分 是 初等 冰 数 ， 
求 最 简单 二 次 无 理 式 的 积分 ， 


7 
4 十 芝 十 上 
卫 -天 二 vc 一 | 学 二 十 1 
让 十 Y 巡 十 之 十 】 


村 一 一 
二 之 十 亚 2、v 了 十 广 干 环 


RE 


faa+z+z) 1 4 二 了) 


27 十 1 3 ] 
一 < 了 和 干 这 二 王 十 半 志 
二 1 二 二 十 辽 十 言 ml 十 
+ vITTzT 二 一 YITTzTTZ 一 二 nlz 二 去 
+ vI 于 二 十 二 | 十 C 
一 红 一 3 TO _ 上 | 了 
了 1 十 立 十 主 gm 衬 十 了 
+ vIT 于 xi 十 C 
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过 全 
1938 - | 二 vv 下 十 这 十 1 


解 设 z 二 1 一 过, 则 


了 _ 
< 下 ET 一 一 一 got _ ww - 
代入 得 


| 二 交 

《1 十 垃 ) wii 十 工 十 1 
四 | 到 天- 

一 一 551 -二 


一 一 sg 。，]n :一 广 十 YE 一 # 十 1 十 必 ， 
一 一 38 扩 ( 工 十 上 
,1 | 1 一 工 十 2CsgmtY 士 1)]。 YY 十 工 十 1 
2 十 1 
十 写 ，， 
当 = 二 10 时 ， 


| 全 江 
{1 十 区 Yi 十 和 十 1 


-一 | 二 = 二 Vz 二 了 十 ] 2 
工 十 上 
当 工 十 1< 站 时 ， 


| 全 低 
(1 十 ) vv 玉 十 了 十 1 
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一 3f7 十 1》 +c 
2(1 一 z 十 2 wx 十 yz 十 1) 


1 一 + 十 2 ATz 二 1 
+ 


一 人 


= 一 一 | 


总 之 ， 


| 一 一 宪 一 -一 

《1 十 交 wii 十 十 ] 

TI 一 并 十 2 wz 十 + 十 1 
工 十 1 


一 一 n 


四 


三 2 
| 款 = 一 去 | :去 上 


解 设 v 和 十 2z 十 2 一 上 一 z 出 


一 一 2 缘 十 2 十 2 
CT 4 一 Ti 开 d， 
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1942. 
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一 aresin ee 
有 辣 Y1 一 Z 一 工 | 十 Cn， 
2 二 zx) 
| 人 一 arcsin| 27 十 1 
(1 十 x) vv 一 交 一 姑 vv 5 
汗 in| 3 v 一 工 一 二 | 十 6 
1 十 立 
| -xd 一 arcsin| | 
(] 十 z) 人 5 
人 
一 arcsin| 2 二 :| + 本 |+c 
总 之 ， 
| 工人 工 . 全 二 
一 十 必 辣 1t 
《1 十 Yi 一 并 一 3 
| 工 一 立 一 证 和 
十 二 二 


以 后 诸 题 中 ,出 现 二 次 无 理 式 时 也 会 磁 到 用 sgmz 
的 问题 ,可 参照 1938 题 及 1941 是 类 似 地 处 理 . 在 解 这 
类 习题 时 ,不 妨 就 开 方 后 取 正 值 求解 . 如 无 特殊 情况 ， 
今后 不 再 另 加 说 明 ， 
| 二 圭一 1 一 交 十 全 

v 了 下 二 


1943. 


解 7 人- 一 工 一 17 十 2 


什 
ww 十 这 一 天 wl 十 工 一 避 


2 基 - 一 了 
1 二 v 了 下 z 二 天 一 瑟 arcsin| 一 


十 2arcsin | 十 安 


_ 1 一 2 一 1]1  ， ， | 
一 一 兴 十 工 一 下 六 atcsin 二 十 忆 . 
利用 公式 
五 全 
| 全 az 一 Q，， Copy+XA| 空 ， 


式 中 y= VEz 于 艳 王 5,P.(z) 为 次 多项式 ， 


Gaitz) 为 nm 一 1 次 多 项 式 及 ) 为 常数 , 求 下 列 积分 


| 一 一 和 一 一 xc 
w 1 二 2 一 人 妆 


了 
必 设 | 一 宇 
ww 十 2 一 人 
一 《az 十 在 十 cy ww 十 交 一 他 


可 工 
1 | 一 -一 一 一 一 ， 
| 元 生 - 
丙 边 对 z 求 导数 ,得 


| 


工 
-一 一 -一 (2azr 十 vv 十 37 一 7 
下 他 区 ww 一 
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《az 十 再 立 十 ceKT 一 工 ) 用 


十 
拓 而 有 
3 2 十 声 3(1 十 2 一 2 十 Ca 十 瑟 r 十 C) 
*【1 一 字 7 十 用 
比较 等 式 两 端 的 同 次 者 系数 ,得 
妇 | 一 32 一 1， 
亚 2 5 和 -一 2 一 丫 ， 


区 | 22 十 3 一 性 一 让 ， 
Ya | 百 十 上 十 4 一 避 - 


__ 1 5 5 一 旨 1 一 
由 此 ,a 了 + 而 f 4 一 一 6 ,用 一 由. 
于 是 ， 


机 b 
| 一生 4 一 一 下 Vi 
wv1 十 27 一 并 6 
+4| 一 一任 一 一 
Vi 十 2xz 一 和 
一 18 十 5 十 2 二 芭 一 证 


6 
立 一 ] 
w 


十 4arcsin 


jc 


1 中 
1944，| 一 天 一 dz， 
v 工 于 均 
1 必 
解 设 | -二 4x 一 《aze? 十 ra 直 ez 十 cz 十 ers 
十 .十 gz3 十 丰 z 十 Er 十 训 )wY 1 十 天 
+}| 一 至 -- ， 
wY] 十 和 
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从 而 有 
lo (gax8 二 86r7 十 ?cx5 十 Gez5 十 5ex 十 4 十 382 
十 入 z 十 站 (1 十 好 ) 
十 关 Caz9 十 矶 r8 十 cz 十 人 re 十 ez 十 Fr 十 和 
十 页 玉 十 十 二 ?十 人 
比较 等 式 两 端的 同 次 释 系 数 , 求 得 


,好 一 0， 


16 


和 一 1 ，F 一 0,8 一 一 总 起 一 0， 


让 5 


63 .63 
:一 256， 天 一 0 一 一 256， 
于 是 ， 


63。， 21 21。 9，， 


| -二 -[ 蔓 128 3 


- -9 -一 一 一 
+ 二 = V 了 二 到 一 世 ln(r 十 Vi 二 亚 ) 十 C. 


1945，| = v 王 一 mdz. 
庆 zka 一 交 ) 
解 人 好” 一 交 T 一 ET 
一 《4 阅 十 吾 z 十 和 太 十 甩 z 十 吾 了 十 下) V 人 一 和 


全 
HT， 
从 而 有 
人 一 二 (54z4 十 4Bz3 二 3Czr2 十 2Pr 
十 厂 光 全 一生 ?一 形 (xz 十 吾 嫩 十 Cr 十 天 
十 王 二 十 五 ?十 科 
153 


Tt946， 
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比较 等 式 西端 了 的 同 次 桥 系 数 , 求 得 


一] -一 2 = 一 
4 一 五 个 ,人 到 ?于 口 ， 


于 十 ， 


]> /Er 一 二 一 生 如 一 下 x 亲王 了 
， ， 


在 下 
十 16arcsin Tao 十 C 《cc- 关 避 )》， 


2 一 6xz 十 11z 一 于 dz 
wx 十 4r 十 
一 有 让 十 1 一 站 
员 f 王 二 名 二 Hz- su 
抽 v 丈 二 生地 
一 《wz 十 r 十 cc) wx 十 47z 十 3 


+ | 一生 一 一 ， 
w 十 4 十 3 
从 而 有 
”一 1 籽 十 1 一 和 《24 十 百 )(zz 十 攻 交 十 3) 
十 ( 开 十 288 十 Ex 十 C 十 由 
比较 等 式 两 山 二 的 同 次 医 系 数 , 求 得 
a 一 村,6 一 一 汪 , 一 37 一 一 66， 
于 是 ， 
| 一 和 二 2 
一 -一 中 
wz 十 4 十 3 


一 | 奇 一 池上 十 37] v 灾 二 本 二 
一 66ln = 十 2 十 二 十 4r 十 3| 十 忆 ， 


1947. | 二 -二 一 - 


解 设 xz 一 二 ， 则 dz 一 一 证 必 , 这 里 磁 到 二 


v 2 十 1 需 引 用 go 的 问题 ,不 妨 设 


YA 十] = 人 迄 二 CO0). 
代 人 得 


直 
一 ”一 一 |】 一 -一 起 
攻 vvr 十 1 AR 


= 一 人 
| ww 十 1 
一 一 到 VETI 一 二 In 二 VETTI 


侈 无 理 式 


十 ij 十 站 二 1 十 尼 
YY 十 1 1 工 ， 1+ wz 
2 十 二 人 二 
上 可 全 
1948 上 | 二 -和 且 一 -: 
解 ”不妨 设 zx 一 二 >>0， 则 iaz 一 一 二 d， 由 zj|1 知 
必 有 | <1, 刚 有 
VE 一 (0<<z<1)， 
代入 得 


一 一 一 一 tt 
| > w 一 1 | 
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-| 生 元 生 
一 | 1 一 天 呈 一 | 一 一 
w] 一 茧 
一 一 冯 ja 一 纪 )EECL 一 总 ) 


+ 二 |a 一 后)-2EC1 一 电 ) 


一 一 二 GE 一 名 生 十 (1 一 全 二 十 C 


十 媒 工 
1 | 一 1 wz 十 3 二 二 


解 ” 设 r 一 1 一 十 , 则 dz 一 一 瑟 dt, 不 妨 设 : > 0， 
则 有 
vs 十 TT 
AT TIT 一 《5 十 于 二 1 


下 
代入 得 
| 一 | Te 
=- 人 十 0 v 殉 十 5 TI 十 二 二 二 一 一 
从 而 
二 aG1 十 玉 十 5 十 (5 十 号 )et 十 区 十 由 


比较 等 式 两 端 上 的 同 次 大 系数 , 求 得 


107 2， 4 人 


ww 9 二 T， 
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于 是 ， 
| 工 
[( 工 一 1)3 vcz 十 3r 十 1 


-1{ 一 在 十 站 Y5 于 5 


1 竹 2D0 
一 基 和 
ww58 十 革 十 1 


一 2 Er er 十 TI 一 11 
却 5 十 5 十 7 


0 vv 5 
+ /e+ 二 | +c， 


2 一 > wTr 十 3 十 1 


Im :十 也 


”20Cz 一 7 
11 | :至 全 二 六 二 2 二 本 
一 厅 记 | 莹 一 
十 C， 
十 过 工 
1950 | 二 二 二 十 二 


解 ” 设 z+1 一 十 , 则 dz 一 一 广 必 . 先 设 :>> 0, 出 


有 
v 二 二 到 = 光一 二 
代入 得 
| 5 
(rr 十 1)5 和 十 27 wY] 一 昔 
一 (at 十 认 十 性 十 e ww -+ -人 一 -二 
从 而 有 
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if3atz 十 2 十 cfl 一 站 》 一 臣 2 
十 2 十 绽 十 ey 十 4 
比较 等 式 两 端 上 的 同 次 宪 系 数 , 求 得 


| _ 
8 ,一 站 :内 


帮 一 二 光一 De 一 羡 。 
于 是 ， 
dt 工 1 3 
ed =( 二 6 十 立 
| 二 去 人 
5 3 
| -E 
一 =- 迁 二 人 AT 十 27 一 二 arcsin 二 十 1 十 但 。 
再 设 上 <0, 则 答案 前 一 一 项 不 长 变 符号 ,但 后 一 项 要 政 


变 符 号 .因此 ,最 后 得到 


恒定 3z- 十 6r 十 入 /了 
| 二 “人 8(Cz 十 和 
和 
garcsin ] 二 十 大， 


其 中 工人 0 区 之 < 拓 一 了 
1951. 在 什么 条 件 下 ,积分 
站 1 十 看 工 十 4 十 已 工 十 c 
wet 十 &r 十 < 
是 代数 函数 ? 


解 设 | 2 二 2 二 cx 十 上 芝 十 cy 
YaT2 十 器 贡 十 眶 


(4z 十 DB) wa 二 虹 干 5 + -天 至 一 一 


从 而 有 
GZ 十 丰 这 十 ci 兰 由 ta 玉 十 避 r 十 上 


CE 二 十 < 
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--|-- -|- 生 - 
2t 一 2 
上 一 

= 了 2 1 


三 vt 十 va 一 T| +C 


wii 十 27r 一 并 
2f1 一 区》 


1 ww 2 二 wwtTeor 一 天 


一 一 -一 ]n 
1 一 全 


z 


工 雪 臣 
1953. | 到 一 二 一 一 


十 CC 


解 | 站 
(zz 一 1》VYz 一 工 一 ] 
-工人 1 1 1 az 
-二 儿 = + | 7 一 十 一】 
| 二 式 
2 (十 1》wY 三 一 工 一 1 
+ 一 
(之 一 1 wz 一 工 一 】 
一 冯 三 十 二 
对 于 了 i, 设 z 十 1= 二 , 则 dz 一 一 总 dt. 不 妨 设 
t > 0， 则 有 
VCT -一 并 十 1 


代入 大 , 得 


杂工 t 
了 =| dr --| 一 短 一- 
(过 十 1 wz 一 之 一 1 ww 本 一 疆 十 1 
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一 一 il 一半 十 YE 二 于 二 1 十 C 


一 ?Ar 
一 一 in| 至 十 1 一 2 一 二 一 | 十 《3+ 


对 于 五 , 设 z 一 1 = 二 ,同上 可 得 
7 一 | 一 一 拓 王 一 
《二 一 1 wz 一 工 一 

一 arc sin| 到 二 | + cx 
于 是 ， 


| 一 一 天 一 一- 
《 羡 > 一 下) w 一 工 一 1 
上 | 3 缔 十 1 一 2v 瑟 一 工 一 工 


一 一 六 工 十 1 
十 工 arc sin 一 二 一 | +C， 
| 字 一 1 5 
vTETT 
1954 半生 下 ar 
.ET 
解 | 二 
-| 这 十 工 霖 1, 
《十 了 ?7 wz 十 工 十 1 
(十 1) ww 三 十 这 于 工 
- |- 天主 一 -| 一 一 衬 一 一 一 
w 1 十 垃 十 1 《rr 十 15w 十 关 十 1 


好 他 
[了 
| 二 区 


对 于 六 ,显然 存 
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1 = | -天 一 一 =Im(z 十 过 二 v 三 二 过 二 1) 
v 赤 Ti 2 


十 二 t 
对 于 天 ,利用 1938 题 的 结果 , 即 得 
了 = | 区 
(rr 十 1 wz 十 二 十 1 


1 一 芝 十 2 和 十 这 十 1 | 二 C 
工 十 1 


对 于 五 , 设 x 二 IE 一半 , 则 dz = 一 证 导 不妨 设 5>> 0， 
则 有 有 

ii | 
wz 十 工 十 1 一 六 一 二 


一 一 | 


代入 得 
1 = 一 | -去 和 一 
v 相 一 上 十 工 
一 宫 2 一 lt 1fT 加 
v 下 一 十 1 “二 v 王 一 十 1 


=-vPF=eTIT 一 in|: + VE 二 


并 十 1 


] 1 7 十 2 veTETT 
一 二 in 二 一 二 Yo 了 十 工 上 "” 
2 立 十 1 避 2 
于 是 ,最 后 得 到 
we 十 工 十 1 十 工 十 1 
(下 T 4 
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_ 荆 二 v 二 二 二 二 让 < 定 于 工 十 
= inlz 十 到 十 v 本 二 到 二 让 一 > 


于 1 一 工 十 2 于 = 开 了 | 六 
十 训 利 工 十 1】 和 
刀 用 下 述 解 法 更 简单 些 : 

via 二 ETT 
| 《fr 十 工 短 1 
三 十 丈 十 1 二 | 


V 王 十 二 二 1 十 [十 二 dx 
二 1 1 了 十 
2 
衬 十 1] 7 去 全 二 
JI ea 
(十 17w 近 才 交 十 ] 
wa 十 zz 十 1 
芋 十 上 
t 
十 Ja| 士 计 十 7TT| 
| 一 六 士 3 5 生计 大寺 | 二 5: 
它 个 十 工 
*》 利用 1938 题 的 结果 . 


1955，| -一 一 过 二 一 一-:ax 
《1 十 YI 十 2 一 


一 一 一 一 


个 
[一 人 
《十 wwL 二 er 一 下 
= 半 一 一 人 一 上 一 - 二 1) 一 1 L 
(十 TY 二 2 一 瑟 
163 
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1 十 27 一 并 (1 十 z) YY1 十 2 一 王 
7 一 
一 | 了 十 红 二 二 dz 十 工 -2 一 20< 
语 下 7 2」 vv 二 3 一 到 


+ -天宇 -一 -| 一 一 一 一 一 
sw 十 2 一 人 开 ? 《区 十 ]》 ww 十 2z 一 并 
=- 一 | 5 Tsdtz 一 1 

了 dzLL+2z 一 T) cd 一 

2 vv 十 27 一 开 w2 一 人 rz 一 1 和 
0 下 

vv1 十 2F 一 并 + 3arc sin| -去 |-: 


可 


ww 十 27 一 太 十 2atc sin| 三 二 可 | 一 下- 


T 一 | 一 一 一 -- 
{z 十 1 wY1 十 27r 一 开 


xzY2 | 
十 1 十 人 


arc S1n 


后 得 到 


最 
3 
| -一 一 天 一 一 一 
《 立 十 12 wd 十 27r 一 民 
一 -一 ~ 一 wwT 二 2 一 妈 一 23rcsin 


-让 


| 
了 
如 


1 。 
一 一 一 一 Qie 3 


vv 2 


代码 福 
1356- | (re 一 3 十 2》 VE 一 十 了 


工 全 二 


解 “一 
-12 - IJ 1. ear 
一 革 一 1] ww 一 4 十 3 
= | 一 一 一 天 -一 := 
(了 一 27 wx 一 4 于 3 
-| 一 -一 一 空 一 一 
(rr 一 1) ws 一 4 十 了 


一 21 一 天， 


对 于 站 , 设 一 2 一 二 ,可 得 

。 . 
了 -| 一 一 一 空 一 --- 
一 ) ww 一 4 十 了 


一 一 arec sin| 二 | 十 七 


对 于 天, 设 工 一 ] 一 二 ,可 得 


一 | 了 
> 一 | 一 一 一 一 一 -一 一 
《二 一 1] wz 一 二 十 3 
十 3 
一 十 (az 
于 是 .最 后 得 到 
aa 
(一 3 二 2) 一 十 
_ 1 1 Y 一 4 人 十 3 * 
2arc sin| 计 二 让] FT ”十 C， 


其 中 工 < 1 或 全 3. 


好 工 
1957 |」 林寺 让 二 二 


解 设 z 一 sint ,并 限制 一 了 < 上 二 六 ， 则 | 


可 一 COsecz ww 1 一 天 一 Cosl， 
代入 得 


| 一 一 到 一 一 =- 和 
(1 十 fa》 vv 一 1 二 singz 


28Int 十 cost ww2J(w2tgtz 十 1 


了 
aTC TELw 2tgt 十 全 
本 话 


-_1 ， ZY 2 
三 ee| | + 


三 工 
195 本 ”” 
8 | 去 二 全 


解 当 ?>1 时 , 设 -= secf, 并 限制 0 到 :< 于 ,出 
iT Sec ，tgE vi 一 ] 一 rt 


代入 得 
| dr Sectectt 
(zz 十 1》 wz 一 了 1 十 Sec 过 
ecost 习 (Sintz 
cos 十 了 2 一 sin 


] ] 2 十 Sint 二 Ce 
2 一 SInt 

上 jn Y 2 工 十 wwTr 一 1 
2 ”2 YY zzr 一 wdTz 一 ] 


十 《-. 


| 
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当 5 过 < 二 一 1 时 , 仍 设 一 sect ,但 限制 z<: 把 六， 


经 计算 可 获得 同样 的 结果 ， 
总 之 , 当 jzl 闻 1 时 ， 


| 二 
(十 1 一 1 
j 工 w 2 十 wx 
xz wa 一 三 一 1 
1959， 一 一 一 
(1 一 TV 
解 本 加 本 本 间 关 过, 则 
好 一 Secttdt vv 十 三 一 Sect， 


十 忆 ， 


代入 得 
| 一 一 三 守 SeCcetet 
0 一 xz V 让 TT 0 一 人 sec: 
加 costdtt 1 一 sintt 
加 | ] 一 2s1n32 1] 一 281 5 5) 
上 1 csStnt) 
了 si nz) 十 本 1 一 2 
1 1 本 十 YY 2 sint | 
二 Si 十 一 一 -一 | 一 一 -一 | 十 关 
生 员 一 vsine 
加 一 十 1 十- 于 十 2 v 了 | 
2 v 了 二 头 fn 和 
+C 《| 天 17) 
wy 十 
1960，| - 莽 二 2a 
n 地 
解 | 二 2 一 和 2 
1 (rz 十 17 wz 十 2 
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_ 1 .az 
=- 几 + zj 十 2 
-| 一 至 二 + | 一 一 宇 一 一 一 
vv 十 2 《2 十 1》v 王 十 袜 
一 ln 人 之 十 所 证 十 2) 十 了 了. 
对 于 厂 , 设 一 vZtgr, 并 限制 -> < 上 < 也 , 则 
dr 一 Y2secxtdy wz 十 2 一 2sect， 


代入 得 
= | 妇 寺 加 SECtedz 
(xz 十 1) wx 十 2 1 十 2gt 
COSEete 巡 (SLnt) ， 
一 T 十 Sn 一 一 T 十 sin 一 aTCt 克 (Sinr 十 蕊 1 
一 aret 一 | 士 安 
VE 
= 一 - 有 CCT 训 二 十 人 
了 
于 是 ,最 后 得 到 
| 产 汪 一 jn 十 vvzr 十 2) 


一 arctg| 盖 一 十 十 二， 
化 二 次 三 项 式 为 正则 型 ,以 计算 王 列 积分 ; 


全 他 
19%1，1 一 一 一 一 
| 去 vY 和 十 二 一 1 


| 一 一 一 至 一 一- 
[这 十 十 1》 wx 十 工 二 1 
16 避 


_ 工 


一 n | 52 十 1) Y 2 十 Y3Gr 十 之 一 巧 
6 


(2 十 1) 2 一 v3( 好 十 二 1) 
2 
(4 一 2r 十 -zy vv 十 2 一 二 
解 | -一 一 开 人 
(4 一 2 人 十 T2) ww2 十 2 一 研 
-| 十 1 ws 
LS3 十 (rr 一 了 1) 站 
设 一 上 一 Y35sin4, 并 限制 一 半 </ 忆 三, 则 
一 ww 3eostczz ， w2 十 27r 一 3 一 3 eost。 


代入 笠 


十 CC 


1962. | 


| 一 一 一 一 二 <- 
(4 一 2 十 2) w2 二 2 一 后 
1 十 也 Y 了 sint 十 3S1T27 


忆 
T 二 Si 3 1 十 sin3t 


2. es 2 cltgt) 
玉 2 一 cosi 了 二 2 


与 中 | ww 3 中 -cosz | 


6 vv 了 -一 Cost| 
| - 
一 到 2 tEF) -十 


导 
-一 2rC SI 2 … -了 工 _ln 6 十 2 


V 5 6 AGE 
179 


一 2arctg - 刀 二 呈 交 2 士 蕊 。 
3 ww 十 2zr 一 和 
【区 十 工 ) 坟 二 
1363 | 到 一 wz 十 工 十 了 
《二 十 1 7 可 袜 
解 | 二 
工 


] 祁 1 加 11? 3 
[e+ 去 | + (人 + 二 
1 4 3 1 
_ Tt +4] 1 . 工 + 了 
宇 和 
[= + 二 | 十 二】 本 Y 妆 十 + 十 1 
| 2F 十 
二 一 一 一 一 一 一 =- 十 一 一 一 一 一 一 一 十 二 
ww 和 十 二 十 1] 3 ww 十 了 十 | 
__ 2 一 工 十 尼 . 
3 wz 十 工 十 | 


*) 利用 1781 题 的 结果 ， 
1964* 利用 线性 分 式 的 代 换 x = 和 二- 六 ,计算 积分 ， 


ad 
| 二 一 ww 十 二 十 荆 
解 线性 分 式 的 代 换 
并 士 谎 
一 了 十 #; 


1 


给 出 
Tz 士 工 十 1 


(术士 由 十 1 计 十 [2 十 人 十 有 ) 十 2 十 (十 汪 十 1 
《1 十 了 上 3 


要 求 2a8 士 ta 十 的 十 2= 关 0 即 化 成 正则 型 . 当 
aa 十 有 一 0 及 = 一 1 时 即 得 上 式 . 例 如 , 取 


一 一 1,8 一 1 
我 们 有 
一 1 十 工 
一 Tt 或 2 一] 一 开 ， 
2 __ 十 3 
人 二 


wz 下 TTT 一 Y1 士 3 


上 十] 
其 中 不 妨 设 上 十 1 全 0， 
于 是 ， 


| 一 一 一 至 一 一 一 
《2 一定 1) vY 和 十 了 十 1 
5 十 1 
-二 
(下 十 3 1 十 3 


人 十 3) YL 十 3 (十 3》 二 35 


一 2 六 十 天). 
对 于 天, 设 上 一 v 王 33, 则 
3 和 寺 遇 
2 一 一 一 一 -十 3 一 一 
w 1 十 3 也 
代入 得 
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n = | 一 一 几 一 一 2 
”+3)vVT 二 3 


对 于 无 , 设 > 一 万 , 则 
7 区 3 一 2 一 8 
vT 于 一 3 
伐 和 得 
1 一 | 一 一 -一 一 二 3 二 2 
他 十 3 让 天 2 下 一 8 
1 il2Va+zv3zue| ee 
4v6 |3vV3 ->vZu 
1 | 
4 wY6 jwY3(CE 王 开 十 1 一 (十 1 2 
十 〔s 
1 VECDET 
2 ”6 二 
十 C: 
于 是 ,最 后 查 到 
| 一 一 一 至 一 一 一 一 
《zi 一 壹 十 1 Y 十 莹 十 上 


] EC 
一 一 一 一 atCt 冲 | 一 一 一 一 一 一 一 一 
7 (十 一 1 
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]965 . 


17 生 


上 1 1 we 一 冲 十 1] 
“6 |w3fr 十 工 十 17》 一 (rr 十 1 2 
十 己 . 
求 


民工 

| (rz 十 2) w2 一 3 二 5 

解 此 题 与 1964 题 均 属于 于 述 类 型 的 积分 
寺 At 十 

《 呈 十 产 r 十 9 Vant 十 加 rr 十 上 
〖 参 看 微 积分 学 教程 (FT. M. 非 赫 金 哥 尔 蒋 )》 第 二 着 
第 一 分 册 55 页 “272, 其 它 的 计算 方法 ?好 

设 = = 和 二 学 ,适当 选择 与 8, 使 得 在 两 个 三 

项 式 中 同时 消去 一 次 项 为 此 ,将 = 士 话 分 别 代 


了 十 去 
人生 十 2 及 2 一 2r 十 5 中 ,并 今 一 次 项 的 系数 等 


于 零 , 求 得 
一 一 下 :及 一 2?， 
即 这 
了 一 2 一 1] 
1 十 # 
从 而 有 
要 他 愉 十 让 dz 十 2 一 3 二- 交 ， 


v3 一 25- 2 
以 下 不 妨 设 上 十 1 0. 
代 人 得 


健 泣 
《十 2 YY3zr 一 2 十 5 


= 了 | zt 十 1 ?十 1 六 

(212 十 1) w 引 十 了 

= 十 | 一 一 人 人 一 
3 (242 十 1) v 在 十 


了 |- 只 
一 | v 和 十 工 
对 于 右 准 的 第 一 个 积分 , 设 & 一 v 垃 十 代入 


后 
计算 得 
了 | 一- 人 
3 (22 寺 1) YE 十 1 32 一 1 
放 ， 
二 - - 2 1 人 
vv2 wu 二 1 
-1 inY20t 一 此 十 5 十 人 二 2 ce 
6 vv vv202 王 一 2 二 5 一 (人 一 2 
对 于 右 端 的 第 二 个 积分 , 设 = = -方志 .代入 后 
计算 得 
二 去 1 杂 下 
3v (2 十 1)vE 十 1 3 ] -二 
1 ] ] 十 :Fr 
一 一 站 PFCT 它 g 十 人 三， 一 一 和 ret 一 -一 一 一 一 
号 多 3 本 w2xyE 二 37 十 5 十 三 
一 一 二 acrg| Y2 一 27 十 | 十 世 ， 
3 工 十 1 
于 是 ,最 后 得 到 
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| 杂工 

(2 十 2 w2r2z 一 2r 十 

一 1 vY2t2z 一 2 十 5) 十 (人 一 2) 

二 一 
和 ww 2 wx 一 2 于 5 一 (rr 一 2) 


v 2o 一 2 十 5 
工 十 二 


一 了 arctg 
3 


利用 尤 拉 代 换 
(1) 和 荷 a>0wai 十 6r 十 cc 一 土 var 十; 
[2 苦 c 全 0，wart 十 5 十 ec 一 Te 十 We 


十 二 。 


{ 3) 全 (一 宝生 一 3 让 二 人 一 十) 


以 求 下 列 积分 : 


1966. | 必 


之 十 v 十 之 十 二 
解 设 zx 十 了 十 一 和 一 工 , 册 


1 1) 
f 一 T 二 站 和 


蒂 有 邓 十 = 十 1 
wz 中 T 十 1 一 ] 5 ， 


| dz 了 fs 十 < 十 1 
+ 2 |- 


一 上 上 | 3 3 
- 划 | 3 一 j | 


= 十 六 红 = 十 壮 


cs 


二 ] 3 
Ts 二 1 3202zz 十 了 
其 中 = 一 并 十 vv 六 十 工 十 工 


三 寺 
067 | 于 7 这 二 = 二 


解 设 v 1 一 zz 一 下 一 xz 一 1 刚 
_1++ 二 zz 一 一 2 一 了 
站 捍 


十 二 C， 


xz: 十 1 ” 
31 十 2z 一 冯 ) 
三 1 
22zfz 一 1) 
JP IT 一 
主 2 ”十 1】 5 二 
代入 得 
|] 好 福 1 十 2z 一 2 
1 十 vv 二 27 二 姑 2 一 二 7 十 14 


1 1 2 
-| 一 二 一 二 je 
末了 |- aaretgz+ C， 
二 1 十 Yl1 一 2r 一 并 
其 中 > 一 。 


一 jn 


1968. |:> vv 下 一 江干 gdx 


解 氏 v 一 27 十 2 一 zx 一 工 则 
地 2 一 2 十 2 
一 14d7z 2(g 1 dz， 

ATOTTI 一 一 2 十 2 
7 
代入 得 
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二 we 一 2 十 2dr 
Ce2 一 2) 一 gz 十 2 7 


总 《rz 一 二 3 
到 | Frfez 一 1 六 十 2 一 1 一 1 Te 一 下 ) 十 1] 
8 《之 一 ])4 


一 六 [一 1 一 一 0 
二 [2 一 D) 二 2 一 1 


[一 GD]+4z 一 Take 一 1 
= 可 | 了 [一 D02+c 一 -9 


+ [一 1 一 一 1 

+[Le 一 D+c 一 D]| 十 去 mlz 一 1 十 C， 
其 中 z = 了 十 v 本 一 2 十 2 
| 二 w Tree 十 3z 十 之 

工 一 Y 工 -< 
十 wz 十 3r 十 了 
解 设 “ 关 十 3z 十 2 一 s(x 十 1 出 

2 一 人生 


四 2= 
工 一 二 一 1 一 fr Tsdx， 


vs 十 3 十 2 一 一 
2 一 了 
代入 得 
| 和 二 开 十 24 
VE 


2ef 立 一 世 一 六 2 
[《 一 芝 一 它 )Tr 二 Tyzdx 


1969. 
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过 十 z 十 去 
一 2 nl-2 2 
5v 二 "7 1 

艺 忆 _ 

过 -42S 十 1) 
机 5 一 之 一 呈 十 

ww 5 十 2z 十 1 2043 一 4z) 
=- 二 二 | | 凌 ww 5 一 2zc 一 1 下 一 


其 中 > = 本 一 式 ， 
* )》 利用 1921 题 的 递 推 公式 
利用 各 种 方法 ,计算 下 列 积分 ， 
过 你 
01 | 7 
解 | 二 
vv 过 十 1 一 ws 一 
[ 冰 wz 十 十 十 v 和 一 1 
(z 十 1) 一 《za 一 TD 


一 加 | vTidz 十 二 | vz 一 dr 
二 Cv 王 十 T 十 V 荆 二]) 


十 工 上 nj 工 十 w rr 十 1 
工 十 这 一 1] 


十 忆 、 
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代入 得 
天 全 区 
(1 一 xs) ww] 一 人 
《2&2 一 ) 厅 
ww st3z2 十 二 
z2 一 cdCY 过 ) 


-| 3z: 于 1 
| 


os 


jaCvz) 


加 四 -| 一 CCwY3e) 
号 3 03 十 1 
-xz -4 [一 二 1 zzY3 十 y12e 十 1 
3 3y3\4wv3 zw3 一 Yi2x 十 1 
了 和 由 
tg| 一 -< C 
2 8 | 下 
-Vs _ 1 二 [in 和 士 -2 十 yl12 叶 十 1 
= VS 12s 十 1 


人 
3 


1 一 全 
* ) 利用 1884 题 的 结果 ， 
碟 


03 二 ET 


解 | 民工 

w2 二 ww 一 二 vv 十 六 

= | 二 + 全 二 二 + XL 士 < Vi 一空 十 YL 十 工 
(YY2 十 YI 一 过 十 v] 十 工 
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1 
{ 一 Y2 十 YY] 一 并 十 TD 
-= 他 + ET LT 
2 vY1l 一 区 
旭 交 了 这 全 


1 
一 = 一 一 一 一 -一 十 ~ ~ -~ 
wv2.wvT 二 吾 2 wT 王立 
1 
十 二 ~ ~ 
| 一 
arcsinz 十 v 工 干 立 一 vT 二 六 十 心 


AT 
1974，| -至 士 -人 士 工 士 守 dx 
1 十 站 十 YIT 十 于 十 光 
, 订 下 
解 | 天 十 ww1L1 十 文 十 开 
1 十 区 十 这 1 十 玄 十 交 
| 竺 二 全 二 二 三 2 十 二 一 v 十 二 十 世 )dx 
《1 十 Y 和 一 (1 十 关 十 天 ) 
,AT 于 六 十 天 一 
= | 全 十 生 二 生 一 ldx 
本 


= | 冶 十 二 土工 < 
下 


守 一 nm] 地 |， 


对 于 积分 | 这 二 二 dz, 设 r 一 工 , 风 


dz 一 一 六 dt， ww 十 幸 十 工 :一 YY 十 十 1 。 


和 
不 妨 设 : > 0, 代 入 得 
| v1 十 工 十 安 | 
直 证 


= 一 Y 上 十 二 十 工 
天 
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= | vETETid[-| 


ww 本 十 ft 十 工 了 | 一 兰 二 1 二 1 
本 ! 2 wvT 二 十 到 
- .PTzTI-| -一 全- 一 
v 末 下 7 十 天 


- | 一 和 一 一 
2 .tv 十 + 十 所 
- .PTzTT-inle+ 二 + VIP 


二 过 十 天 
一 v 下 于 过 下 T 一 In 全 十 王 十 2 二 工 二 和 


1 
+ 了 + 二 + 二 +1|+c 


2 十 二 十 2wv1 十 工 十 - 
玫 | 本 
一 妈 十 z 十 1 一 训 一 人 


ww 十 立 十 下 
二 nm 1 十 立 十 工 十 
-VETT Tin- 红 十 1 十 2 YL 十 二 十 生 
2 (2 十 过 十 2 v 工 十 立 十 环 六 
十 Inxz 十 蕊 . 
于 是 , 当 z> 盖 0 时 ,最 后 得 到 
| 袜 十 vTL 十 之 十 闻 
1 十 工 十 vT 十 工 十 旭 
一 vzr 十 工 十 1 


过 工 


183 


.十 并 十 姑 
二 Jin -红土 1 十 2 vv 十 二 十 二 十 C， 
2 (2 十 十 2 十 工 十 证 ) 


当 工 和 0 时 ,可 获 同 样 的 结果 ， 


1975，| -天宇 关 二 二 dr 
wz 十 17 
一 一 一 世 
用 -er 
= | 二 二 V 芝 ) 
一 | 工 工 工 YY 一 阅 芝 7 
《人 十 17 一 人 
= |rcc+D w 交 一 了 wz 十 1dz 
一 | 十 广 一 (之 十 1) 生 十 (zz 十 1) 二 ]dx 
上 了 入 . 所 扫 
一 本 [fxz 十 1 十 z] 一 全 [Cz 十 1 澡 一 zx 多 十 C 
《 工 -一 二 
1976，| -一 一 一 一. 
| 到 二 xz 十 
2 一 1 二 
解 | 亿 二 Je -| 宇 士 了 一 
tr 十 1) * zf 十 1 
《T 十 - 工 ) 
zz 一 1 
= | 工人 于 14 
) 1 全 | 
妈 十 1 
下 面 我 们 先 考虑 积分 | -所 二 上 adz. 设 z 一 tgt， 


一 了 < 六 , 则 有 他 工 一 SeC2tezl， 
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代入 得 
. 2 2 _ 


(xz 十 工 并 Seet 
一 ins 一 Coscrtlr 一 一 |eos2teati 
了 了. _____ 症 
一 四 T 十 束 十 司 
-和 一 1 7 一 ~ 芷 2 
于 基 ， 
| 《区 一 ] 3 人 他 
(这 十 1) wz 十 1] 
革 之 
1 1 十 产 
儿 2 
本 
1 十 浆 : 
一 -一 arcsin 请 +< 
zz 十 工 
1977，| 一 一 一 二 一 一 zx 
《一 1 wz 十 1 
解 仿照 1978 题 , 可 得 
“十 1 
2 十 1 | fx 一 172 
一 一 一- 7 一 地 
| 去- 二 ix 一 


了 | 工 Y2 | 
_ El 
VI+ | 本 | 
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tn 


- 2 
5 当 站 + 


人 


坊 
1978. | 到 天 一 一 < 


w 十 252 一 


解 。 作 变 换 二 一 wa 
变换 二 一 一 Vz .最 后 结果 相同 | , 则 


他 工 一 一 


站 一 一 亿 上 十 给 一 上 
2 YY 


代入 得 


人 下 四 | 

r ve 2 

工 f(1 一 与 
w2 一 (1 一 呈 


一 了 arcsin| 二 二 十 已 
1 。 “一 上 
-过 aeesin|l 三- 二 +C (zl>V 


zw 十 7 十 二 


3 
解 | 《二 4 


- | 一 天 一 人 
7 v 去 二 二 下 
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x 十 半 十 Y 本 二 富 二 1 
bn -一 一 一 一 一 上 +C 


4 
二 十 寺 十 Aj 于 一 二 二 


-二 


2 二 22 十 2 十 十 1 12 上 
2 十 好 十 2wvi 十 和 十 1 
19860。 证 明 积 分 


|Rez， vi 二 5, VE 于 a)dz 
(了 式 中 只 为 有 理 函 数 》 的 求法 ,归结 为 有 理 函 数 的 积分 
让 ， 
证 ” 当 asc 中 至 少 有 一 个 为 零 时 , 则 积分 
Rez， 蚁 好 二 直下 二 全文 
的 求法 显然 可 归结 为 有 理 函 数 的 积分 法 . 


当 a 天 0c 天 0 村 , 设 war 十 丰 一 <, 刚 


z 一 生 一 ,dz 一 二 cite， 


we 十 = /<s 二 dzd 一 空 一 We 天 
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一 上 
一 六 In 
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式 中 必 一 寺 :d 一 了 一 
代入 得 
|Rcz var 下 5 vE 于 Cdz 
= |RczyvVez: 十 志 )gz， 
其 中 民 为 有 理 通 数 . 

再 设 Wesz 十 如 = 土 Vozs 上 +ac > 0) 或 
Vis 十 丰 二 土 Vartds>O 一 区 拉 代 换 ,就 可 
将 拥 积 函数 有 理化 . 于 是 ,积分 

jRcr， wa 十 五 ,wecr 十 过 dz 


二 ， 
如 


的 求法 可 归结 为 有 理 芽 数 的 积分 法 . 
三 项 微分 式 


| 十 r id， 
( 式 中 关公 和 尹 为 有 理 数 ) 仅 在 下 列 三 种 情形 可 化 为 
有 理 函 数 的 积分 ( 契 比 协 夫 定 理 ): 
第 一 种 情形 ,z 为 整数 - 假定 = ~ zw, 其 中 N 为 分 
数 迪 和， 的 公分 母 
第 二 种 情形 ,于 二 ! 为 整数 , 假定 十 bu 一 zx 其 
中 N 为 分 数 户 的 分 母 


第 三 种 情形 ,到 二 上 十 户 为 整数 . 利用 代 换 :az-， 


十 言 ImCV 三 十 AT 下 Er) 二 Cr 0)， 
*) 利用 1921 题 的 结果 ，. 


YE 
(1] 十 3 


解 一 十 芭 ) 辣 可 一 二 一 可 ， 
《1 十 交 王 关 


户 一 一 2 为 整数 ,这 是 二 项 微分 式 的 第 一 种 情形 ， 
设 之 = sx , 则 
Cr 一 6zsdxz yw 一 2 一 2 

代 人 得 


1982. 


人 
(1 十 光一 3 加 直 (2 十 1j54s 
二 】 
一 束 十 T 十 要 二 17 
一 423 十 18x 一 24arC tBEZ 


jaz 


| 

二 
二 一 

入 
虽 

| 
性 
中 
此 二 
十 
和 丰 器 


一 
吕 1 “ 
十 6[ 元 二 二 十 arC tgz 了 { 


上 
一 4z 二 十 18xz 十 一 - 
1 十 


王 
8 


T 一 21arc tgKxz 寺 ) 
.证 了 


x ) 1921 题 的 结果 . 
1 | 


了 
解 


V1 十 学 于 


一 巡 L1 十 福生 二。 扩 一 1 ,天 一 号 沁 
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;, 实 工 -= 3, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 情 


形 . 
请 】 十 元 一 *z , 则 
址 一 《gs 一 ?二 一 3zfzz 一 15， 
代入 得 
| 一 兰 一 一 |c= 一 1)sdx 
W1 十 郊 如 5 
一 半 z 一 22 十 3z 十 C， 
其 中 zx 一 YV1 十 交工 ， 
吃 
解 一 一 一 一 zi 人 1 一 2 二 加 一 5 一 2 一 
1 一 全 
汉 1 
一 立 ， = 3, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 情形 . 


设 v] 一 3 妇 一 xs( 不 妨 设 zz 全 0), 则 
一 vT 二 xdz 一 -一 一 一 -> 
代入 得 


一 一 一 {1 一 二 22 
| 天宇 - = 一 | 立 立 


一 一 < 十 号 一 于 十 蕊 ， 
其 中 * 一 二 
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1985. | 天王 二 


】 本 3 一直 _ _ 
一- -一 fl 十 扫 ) 3 了 下 姬 一 3， 
二 
关 一 一 工 ; 衬 十 工 十 户 一 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 
情形 . 
证 .r-; 十 1] = 一 s*， 吊 | 
区 一 【x+ 一 1 -至 ,dx 一 一 zy 一 1 7- 到 cs， 
代 信 得 
| 二 -=--| 2 
凡 ] 十 区 2 一 1 
__ 工 | -dz [zz 一 1 
3 = 十 于 | 二 dz 
= 一 二 nlz 一 1 十 -In 十 x 十 1) 
1 全 二 | 
一 忆 
本 2518 vv 可 十 
上 上 |， 型 十 * 十 1 1 [ 宇 二 | 
一 Gin 一 arctE 二 十 
了 3 到 
其 中 = = 过 二 二 . 


1986，|」 - 关 王 二 


1 上 

解 。 -并 二 二 一 人 十 mo 一 4 一 
1 mm 二 1 日 一 

一 二 一 十 户 一 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 博 
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形 ， 
证 并 1 十 1 一 x+ 则 
4 王浆 


4 一 -一 >0 民 人 0)， 
写 一 《24 一 1)-+,dz 一 一 2a(z+ 一 17- 芋 dz。 
代入 得 


1 短语 
4 二 辣 关 一 1 


一 1 
je 二 1) 4z 一 1) 220: 十 ja 


一 下 圭一 二 are tgz + C， 
， 
1987+ ， | 一 到 二 5 
艇 一 二 1G+z 二 一 1 
户 一 一 二 ; 琶 一 0, 这 是 二 项 微分 式 的 第 二 种 情 
形 . 


设 1 十 关 一 ze 刚 
z 一 1 十 Fe 0 0)， 
年 一 部 s 一 ]z 一 <5(z6 一 1 7- 言 Cz， 


代入 得 
1 一 莽 一 = | 去 和 4 
7 一 1 
一 | 全 1 + * 上 +1 
6ts 十 1] 6 一 和 十 1) 
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1 一 六 十 1 
二 二) + EDjds 


台 > 十 1 12 “十 < 十 1 


1 2z 一 1 2z | 
3 [aretg 本 十 arct 帮 -7 ] 
十 已， 
1 一 1 一 z 十 1 
一 mmzTiT+TizmnzTTz 二 1l 
1 一 ] 
十 一 一生 arctrl 一 一 一 | 十 姜 ， 
2 ”3 5 | 
其 中 = 一 光 1 十 工 
1988，| 一 至 -一 . 
za 门下 工 
中 
解 一 二 一 x 3(1 十 zi 一 一 3， 
有 十 填 
开 - ， 
1 _ ， 
一 一 1 一 一 言 ! 亚 卫 二 = 2, 这 是 二 项 微分 式 的 第 
二 种 情形 . 
设 1 十 工 -1 一 和 , 刚 
盖 (一 ]17 QT 一 一 5ztfss 一 上 ) 27. 
代入 得 
[一 大 一 -ee oa 
mv 门 十 二 
开 
了 外 9 下 
9 本 二 十 蕊 ， 
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其 中 xz 一 /1 十 一. 
1989. | 如 3 一定 3 工 


解 3 一 3 一 2 


3 
p 一 工 , 于 十 十 乡 一 1, 这 是 二 项 微分 式 的 第 三 种 


天 
情形 . 

设 3zr- 一 1 一 妇 ( 不 妨 设 工 全 )， 出 
3 二 本 YY3 


们 和 
工 2 十 1 
上 
dr 一 一 : 3 一 一 一 < 
< 《2 十 了 
代入 得 
3 = 一 六 | 二 于 
| 37z 一 工作 工 7 Cd 
9 ee 十 且 dz 
2 二 124( 姑 十 1 
YL 《zz 十 1 1 红 二 | 
= 一 了 人 一 二 3 /可 ] 
9 工人 (z 十 T) 
5 2 一 二 十 1 
儿 ] 
十 are Tt 攻 十 
3 YY 3 
加 3z 了 工 | {z 十 1)” 
25s 十 1) 4 2 一 各 十 
3 一 1 


7 arc tl| 宇 二 jc， 
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1990. 


156 


纪 


其 中 = = 一 荆 一 过， 

*》 利用 1881 题 的 结果 ， 
* xx ) 利用 1892 题 的 结果 . 
在 甚么 情形 下 ,积分 . 


| 中 十 夺 证 
《 式 中 加 为 有 理 数 ) 为 初等 函数 ? 
解 vv 工 干 辣 一 2 十 xm)， 由 于 请 一 坟 , 故 由 契 比 


协 夫 定 理 知 , 仅 在 下 述 两 种 情形 ,此 函数 的 积分 可 化 
为 有 理 函 数 的 积分 ， 


第 一 种 情形 ,六 为 整数 , 即 m 一 站 一带- ,其 中 
一 士 ]， 士 2 
中 由 一 0, 士 1, 士 2 

综 上 所 述 , 即 得 ; 当 


! 
详 一 去 
( 式 中 中 一 士 上 ， 士 2 时 ,积分 
| w% ] 十 二 
为 初等 郴 数 . 


8 4， 三 角 函 数 的 积分 法 


形 如 
|siarzeeswedz 
的 积分 5( 式 中 由 及 呈 为 整数 ), 可 利用 藻 妙 的 变换 或 运用 递 推 公 式 
计算 . 
求 下 列 积 分 : 
1991. |sosszaz. 


解 easszar 一 jostzcoszaz 
一 ja 一 Sinzryzcrrsinr) 
一 1a 一 2sin2r 十 sin roctfsin》 
2 ，。 1 ，， 
= Si 一 了 sin 士 十 吾 Sip 之 十 忆 . 
1992. | sin6zczt， 


_ 3 
解 sinizecdr 一 | 一 | 三 


一 二 Ga 一 3cos2 十 3368 27 一 COST) 全 全 


了 工 _ 3 | 工 十 cos4 
18s1n22 十 二 | 二 2 杠 光 


四 二 ja 一 号 2 了 CDOST 工 


了 3 ， 忆 : 
二 一 16sm27 二 1 十 们 sim4z 
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一 ja 一 30 2 Cn27) 


Se 3 3 。 
= 证 16sin2Y 十 dslin4z 
1 了 虐 _ 3 
18sin2z 十 5sin 27 十 亡 
一 3 了 工 sin27 十 了 -一 Sirmd 区 十 了 sins2z 十 已 
16 4 64 


993， |eosceet， 


解 cosrraz 一 jin|z 一 到 jz|z 一 到 | 
一 癌 | 问 二 sin2| 到 | 
18 人 < 一 到 4 2 
> 
十 ed 一 子 | 十 6sn 2 工 一 到 | 十 蕊 1 
一 工 二 E 十 二 sin2x 十 sin4z 一 sin32x 十 蕊 . 


闪 放 利用 1992 题 的 结果 
1994， | sinzzecos4rel. 


。 1 | ， 
解 Sin rcosdtetr 一 可 sin 2zrcos2rett 


| 


于 sjin?2zf] 十 cos2tycz 


去 | -2s4zcx 十 本 sine2xegfsin2) 
一 工 了 工 。，a 
本 sindz 十 46sin 2x 十 忆 ， 
1995， |sintzeeossrez. 
解 sintzrcossrizr 一 |sameza 一 Slimn2r)2zfsinr) 
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加 品 . 克 弛 二 


1 


好 es 十 
St 全 2slinm 2 


Sinw 1， 
一 7 十 到 Im 人 方 十 加 | 十 忆 ， 


其 3 0 i9959 题 的 结果 ， 
2001. 


5 
过 工 
解 | 5 S1n“ 2 工 
一 一 有 [esc 2rgdetg2r) 
一 一 s| aa 十 ctgz2z)ed(ctg2z) 


一 - 一 总 ct 人 之 工 -一 ctg?2z 十 蕊 ， 


2 人 和 


地 njte 寺 | 上 ec 


“002. | 元 3 人 癌 35 
sinzT 十 es 人 
解 | 一 | dz 
Sim3neDS” 工 S1m3 人 CS 区 


加 = | 地 区 十 | 研 光 
号 ICOS5 二 TI 


”了 了 
| 型 汪 二 ee dx 下 


SECOSYS 开 号 1 TDS3 区 


一 | 2 dz + 引 元 有 +| 二 权 
避 S 二 Sinceasi 六 SiteeOS 工 
_ ccosd) 十 ?| sin 1 
ODS 三 COSY 二 
[sosdz 
S1mCDS 号 1n3 交 
1 2 SeosZ1 十 3 过 人 t 区 工 ) 十 csinz) 
CDS 瑟 友 作 3 工 帮工 Sn 站 
1 ] 
4dCDS1 工 十 es 全 十 3in |tg 工 | 2S1m2 区 十 人 


一 Te 十 总 tg?z 一 记 ctgsz 十 3mn1tgzl| 十 蕊 ， 


2003，| 元 和 


号 1 全 中 碌 上 和 

解 | 他 节 | sin2y 十 cos 工 | 
一 -一 上 一 一 一 坟 工 
号 1TL 个 三 上 各 - 呈 1 们 ee 作 SS4 


ER 三 工 


七 疙 S1 SneeSe 二 

好 (CCOS 工 ) | sinz dt 大字 

一 十 
CS 个 心口 全 二 SI 和 

Tccosy) 
Seos3 0 十 Initg 2 本 | 
] 
Seosgim eeos 十 加 | 包 十 人 ， 
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2004. ieszaz 
解 |tgrzaz 一 |tezcseccz 一 12dz 
一 |sec4ztgxzredr 一 21seczxtgreax 十 jgraz 


全 《CODS 定 ] 


一 | :ecszacsecz) 一 宫 |secrtSseecry 一 
COS 开 


1 
一 Sectr 一 seczr 一 ]njcosr| 十 尼 


生 
] 


一 本 t 红 并 一 六 tg?z 一 和 |eoesz| 十 艺 ， 


2 各 05、 【etgerectr， 


解 Ptg' dr 一 |sgzcsczz 一 12 
ctg esctredr 一 2 ctgzrcsc2zedzr 十 |ctg2rdd 
etge tl 十 ctg2rheagectg 工 ) 
十 21ctg2zeCectgzr) 十 | eser= 一 1)dr 
一 】 工 3 1 民 3 
一 一 本 ctg 2 一 到 ctg 工 十 了 ctg 工 一 Ct 工 一 交 十 二 


= 一 二 ctgsz 十 半 etgaz 一 etg 一 并 十 蕊 ， 


总 1 记 工 - 
2006， | 下 这 dz 迹 
S1D 二 工 
解 | sd 一 gzactgr 一 tg”r 十 已， 
2007. | 天宇 一- 
0 W S1m 人 站 和 5 交 
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解 “| -一 玫 一 - ~- 
+ 习 加 
号 站 ”二 避 总 -于 


2 


“008 | 品 己 工 


号 1 拉 2 全 


sw STRCOS5 人 
自问 要 区 全 直 
WereS” 全 
全 Kectg) 
wtgYGCtET) 一 | 一 一 一 
| wet 友 二 


w 一 人 wetgt 十 六 


二 


sr arsinsr 


解 


设 上 一 ”ysinr, 不 妨 只 考虑 cosz 为 正 的 情况 ,部 


一 总 <x 扫 本 县 开 天 0, 则 有 


代入 得 


十 


宇 
dz = 一 兰 -一 dcosr 一 vT 一 区 
一 上 
1 委 直 加 2 
CS 交 Snz 区 1 一 搬 
1 
记 这 + 和 
ft 十 之 好 
加 | 于 de 二 1 十 记 
一 1 工 2 十 1 
1 一 十 二 
+ 引 | 人 [An 二 
:二 了 十 王 瑟 瑟 一 十 1 
1 2 一 1 
aTCt 作 一 一 一 全 
广 二 + 
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_ 11 信 十 1 十 二 十 了] 
本 [一 tt)2 本 一 上 十 下 ) 


3 [arctg| 二 十 去 TCE 放 


1， (1 十 6 一 起》 
nt es) 十 玫 arctg| 


十 


和 
其 中 上 一 YSsim 工 . 
<* ) 利用 1881 题 的 结果 . 


解 设 上 = vtgz, 则 
字 一 aTctg 夺 人 一 


0 


2 
于 2 


= 中 1 
__ 让 | aaa 上 1 
4vY2 纤 一 4 上 YY 十 1 
四 
1 ti 十 tw2 十 1 1 2 
一 
1 
其 中 上 一 tgz。 
* )》 利用 1884 题 的 结果 . 
2010. | 
帮工 


十 七 


200 半 


解 设 vwtgz 一 志 则 


工 
2 一 arctgh dz 一 工业 dt， 
代入 得 
| 地 他 一 3 ze 一 卫 | 了 人 ) 
3tg 二 1 十 才 1 十 《 扣 
《在 十 1 入 1 282 一 1 
一 过 | 二 in 一 一 一 { 
[zeTtTTEoee 
十 忌 
1 1 3 2 一 ] 
= Im 二 一 于 十 7 arctg 十 忆 ， 
其 中 上 一 wtgz， 


<*) 和 用 1881 题 的 结果 . 
2011.， 办 出 干 列 积分 的 交 推 公式 


《ay 了 =- |sin'zdr; 《 司 } 天 ,一 |cos"zdz 《 手 人 2 
并 利用 推 得 的 公式 来 计算 
|sinszaz 五 1eces8rt 代 ， 


解 (ah 二 一 |sinezaz 一 一 | slin2 LifeOs) 
一 一 ecosxsin?1Tr 十 (一 131ees2zrsinr 各 


== 一 CDSSsins 1 十 《3 一 D|a 一 Sinz 和 Jsinr 一 主人 人 
一 一 cossinr rr 十 人 一 1)7 十 (1 一 7， 
于 是 、， 
1 


7 一 一 emDSs-Sin 站， 下 一 


十 7 ，; 
所 
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利用 此 会 式 及 
1 = jaz = +C， 
妈 得 


”和 
了 一 |siaszaz 一 一 宇 > 十 了 了。 
避 避 
cosxsine 葡 加 GeoSs 二 sinm3 工 5 
加 6 24 十 8 2 
COssinsr SCcOssin 他 
呈 6 24 
5eoOSs 二 sim 工 5 
16 十 1EZ 十 忆 ， 


《5 天 ， 一 |eoszaz 一 jos-'zacinz) 
一 SInzcos" 1Yr 十 (Cn 一 17|sinzzcess 一 2 工人 工 


一 Sinreos" 上 十 一 Ga 一 ROSE TCDS" 一 3 个 


一 SInTcos” 十 (2 一 起 下， 一 (一 1) 开 ， 
于 是 ， 


- 四 
天 ,一 Sees 二 十 好 1 
利用 此 公式 及 
六， 一 工 十 安 
印 得 
长 s 一 | sosezdz 一 辣 sinzeos?z 十 襄 开 。 一 .。 
一 工 si 7 二 5 3 
一 避 sinxcos 全 十 46SInZCOS 工 十 197sinzcos 工 
号 5 35 
十 1 78sinxzcos 工 十 78 十 . 
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2012， 推 出 下 列 积分 的 递 推 公元 


地 工 
《aa 了 ， = | 全- f6y 五 。 一 < 《 2 
并 利用 推 得 的 公式 计算 
杂工 | 过 全 
Si1Dm5 .下 DOS 和 


Sime 区 COS2 代 
十 一 -二 一 一 一 一 d 
Sn 二 


解 (一 -一 | 王 


1 -一 一 一 
一 3 一 一 一 jcoszd| Sr | 
民品 号 于 ] 
一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 一 一 一 了 - 
一 -: 《 拉 一 1 7Sinn 六 闻 一 1 一 
心 侣 各 . 碟 好 一 此 
一 Tsinsr-lr 十 天 一 2 
利用 此 公式 丽 
dr 攻 
7 一 一 ln ft 疙 5 |+c， 
即 得 
二 二 性 个 S 守 3 
一 sinsz 4sin4z 十 4 2 一 
CS 工 30Dg 如 3 攻 
加 全” Basinsr 下 8 8 3 [+ C 
Sinz 十 COSz 
(6 人 .一 Ces" 二 一 | 2 工 ee 作品 54 工 dx 
1 - 1 
一 |sinzal 一 一 一 记 | 十 天。， 
一 卫 必 站 号 ”二 
sim 了 
一 一 一 一 一 一 一 一 攻 :- 度 
〔 关 一 1 yeos" 1 工 关 一 六 。 2 十 ? 
S1tL 工 地 ~ 一 也 
加 《 开 一 ] Jeos* 上 全 拓 一 1 必 w 一 3 


利用 此 会 式 及 
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下 旭 
COS 浆 中 c| 序 十 于 |+c， 
即 得 
dr Sn 四 
从: 一 ecOs7 6eoss 十 6 全 
Sin 5Ssin 交 二 5sin 克 
Beossr 24cos4zr 16ecosi 
+ 话 b te[ 到 十 重 | 十 (CC， 
运用 会 式 


TI simnasin 有 六 一 


fs| 一 


[ecoska 一 记 ) 一 cosfae 十 局) 


J cosacos 有 六 一 六 Ceos(e 十 靖 ) 十 cosfa 一 及 ?| 
下 sinwcos 靖 一 六 [sin(a 一 中 ) 十 sinfa 十 请 ) 
来 计算 下 列 的 积分 ， 


求 积 分 
2013， |sin5zeos 工 ct. 


解 sin5rcosetz 一 二 jcsin4z 十 SIm6] 人 re 


上 上 上 
一 8 心心 3 二 六 ] 2cos6 十 忆 . 


2014， 1coszreos2reos3xrczzr， 


丰 避 号 癌 有 生生 CDS3 六 全 代 
一 冯 心间 全 汪 《信介 生生 全 十 COS 了 全 


一 二 | ccossz 十 cos2z)dz 十 二 |a 十 cos47)Gd 
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和 解 coszadt CoszBxzecdx 一 | eesazcosbz)zaz 
=- 于 | ceosa 一 xz 十 cos(a 十 zsdz 


一 村 | ceoszda 一 上 ) 人 十 CDsefa 十 再? 于 
十 26Dsfa 一 六 TCDsT Ga 十 丰 ) 开 ]c 休 ， 


一 去 | 十 cose2fa 十 百 ) 工 十 CDS2TB 一 而》 江 ] 寻 他 


十 十 | coszaz 十 CDOs2Bz) 


一 工 十 sin2ka 十 扎 Z Sin2ka 一 如 ) 工 
4 16(a 十 已 ) 165a 二 证) 
十 二 sin2az 十 交 sin26zx 十 忆 . 


2018. |sinszzeos3zdz 
解 先 利用 三 角 公 式 化 简 sin32zzrcosz3r， 得 


3 2 1 了 
sim7 2 TCDS2 人 了 j6stn12 十 18stn8z 
了 _  ， 
8 SihG 坟 16sin4 十 8 号 | 位 衬 和 
于 是 
To 
一 一 CS 2 一 Y 一 一 候 间 S8 工 十 了 cos6z 
=- 京 ] 2 
纪 | 
十 ecos4z 一 TRc9s2z 十 蕊 . 
运用 恒等式 


siInKa 一 上 六) 一 Sinffz 十 4 一 (十 订 ) 
业 10 


及 coska 一 用) 一 cos[(zr 十 ao) 一 (十 及 7 

来 计算 积分 . 

求 积 分 : 

研 工 
2019， | 运 世 十 ysinfzr 十 ) 
三 全 

解 | 二 十 习 JSInTCZ 十 号) 
_ 上 并 一 【全 十 2 
加 0 一 古 ) 上 上 Sing 十 Ga)sitn 十 总) 
| [Se 十 上 cosfz 十 7 ]4 


et 一 六 Using 十 瑟 ) Sin 二 十 G) 
__ sinmK 二 十 此》 
Sntfa 一 ) | Sin 六 十 在 ) 十 C， 
其 中 设 sinka 一 号 天 0. 
三 工 


2020. | 元 fr 十 2)eosf 十 再 


这 他 
解 | 二 十 aceosfdT 十 古 ) 
| 十 43) 一 人 十 如 
ceosfz 一 站 sinfz 十 Gycosfd 十 五) 


| |[ 罕 攻 二 2 十 Sintr 十 吕 ) ]dz 
eeosta 一 人 sinfr 十 妈 ) cos(z 十 二) 
1 


1 lasnkr 十 
一 0s 人 二 贡 | cos( 人 (十 交 
其 中 设 cosfa 一 写 ) 天 0， 

地 并 

2021， | 云 【 十 JeosrT 十 吾 ) 
三 全 
解 | 二 十 Geass 十 癌 ) 
| 2 十 ay 一 (tr 十 瑟 ] 站 iT 
Sinte 一 坊 ) cosr 十 Cecosf 和 十 而 ) 


十 蕊 ， 
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加 [和 2 一 Sin 十 古 ) ]dz 
0 一 睛 cos 二 十) cost 雹 十 石 ) 


加 1 COST 之 十 瑟 ) 
Sinfe 一 让 ) | cosfzr 十 吕 ) 十 C， 
其 中 设 sinke 一 有 尖 丫 *》. 
,时 ,是 更 


x*) 当 a 一 户 一 28km( 上 一 0, 士 1], 士 2 
简单 的 积分 ,2019 题 及 2020 题 与 本 题 类 似 , 解 法 从 略 . 


2022. | 远 空 一 Sitea” 


三 二 一 荆 4| 
之 


性 扫 S 
wii- 直 | 
S]Dmr 一 Sin 习 癌 S 这 Si 一 Sin 
cos 二 十 4 os 二 一 十 si 十 4sin 实 一 4 
1 | 之 2 2 2 
一 达 全 
袜 DS 二 十 2sin 二 二 < 
之 2 


一 巡 - 补 二 让 
310m 2 


全 总 号 
1 马 
| 十 立 十 去 4 
夸 心 号 四 


二 


习 牛 SS 光 十 怒 
cos 一 一 
| ecDSsG 天 站 . 


02 了 | 嫌 必 号 工 宇 CS 人- 
开 
二 江 __ dlz 十 了 
习 


解 | 去 全 二 -|- 大 . 
sin| z 十 到 | 一 sin 自 十 三 可 | 
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] S1m 5 
__ 广 
号 加 了 十 中 十 2 下 
cosl 如 十 -一 亚 碟 避 有 
2 2 
cos 工 一 
1 2 
snzmm 关 十 妇 十 (， 
心 局 马 本 
其 中 恰 sina 天 0. 


x) 利用 2022 题 的 结果 ， 
| tezrtg [并 十 Cr， 


艇 |tgrtgtz 十 ac 工 


| sinrsindw 十 2 1- 
eeoszeosf 工 十 总) 

| 人 DSSTetsrtw 十 十 Sinrsint 十 本 ) 一 CosTenosk 二 十 2 1 
一 | -一 -一 -一 -一 

COSseoOsTr 二 十 站 ) 

| 2 一 COSCDSY 十 安 ) 

一 | -一 一 一 一 一直 
CC 号 写作 《二 十 如) 
他 江 

SC T 十 站) 品 S 全 
革 

十 忆 ， 


= 一 >+eosa -| 


愤 司 名 -下 


一 一 工 十 ctge" COS (二 十 @] 


其 中 设 sina 天 0. 
< )》 利用 2021 题 的 结果 ， 
形 如 
| Resinzr,eoszyadz 
( 式 中 咏 为 有 理 函 数 ; 的 积分 的 一 般 情 形 可 利用 代 换 


t 亏 一 上 化 为 有 理 函 数 的 积分 ， 
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《a) 若 等 式 


开 一 Sinyryeoszy 三 一 兵 (SInT yeOsT)， 
或 及 (13 区， 一 eosz)y 三 一 民 (sinTryeos 率 ] 
成 立 , 则 最 好 利用 代 换 cosz 一 上 或 对 应 的 sinz 一 “上 
(6) 若 等 式 


避 [ 一 Sin 一 COsX) 三 民 f sinr cos 人 》 


成 立 , 则 最 好 利用 代 换 tegzx 一 站 


求 积分 
吧 全 
2029. | 2Sin 人 r -一 CDSs 江 了 5 
2 一 上 
-一 | 一 一 一 
解 设 : te 六 , 则 sin 一 本 干 闽 ,cosxz 一 1 下 
2 
4 一干 瑟 
于 是 ， 
| 二 信 加 < 
2sinz 一 Cosz 十 5 3 十 站 十 2 
十 1 
一 act 和 
一 atctg 二 十 
= 一 ce Z 十 女 
” Y 有 
公 节 


2026. 
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| 〖 立 十 es 六 Sn 
解 设 : 一 芭 艺 - 同 2025 题 ,得 


位 代 加 | 1 十 上 
《2 十 0 ”83 十 2 


一 |( 坟 + 503 全 F 柯 ]d 


站 


| 


1 


二 Int(3 十 基 )| 十 避 


1 纪 L 一 cosz)(2 十 cosz” 十 C 
于 CT 二 ceoszys 十 人， 


x* ) 由 于 
证 z 
卡 3 十 三) 一 志 于 [2 十 se 弓 | 


。 
号 上 IT 了 工 
一 | 1 十 2cos* 到] 


2 
CDsdi 一 


机 
] 一 COS 工 1 


一 2 了 COST 十 写 》 


[ | 


2 


=- 2[ 导 一 cosz)ccoszi 十 2 
本 《1 十 coSs 工 六 ， 
因而 


-一 了 
ln153 十 上 2) | 一 ln2 十 六 ln (1 一 cos 工 多 2 十 cosz) 


《二 十 cos 和 7] 


2027. | Si 广 


Smn 文 
Si 十 COS 交 


解 ” 设 te 冯 一同 2025 题 ,得 


| S1m2 信 | 2 
sin 十 ZKOSEGT 【十 六 271 十 革 一 臣 ) 


一 二 一 二 十 二 1 
和 (二 + 本 二 53 十 Tt 一 


一 了 |- 王 一 总 | 开 十 三 | 2 
31 十 如 5Jf]1 十 给 六 5 | YY] 十 在? 
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十 寺 | 中 


三 [一 了 工 二 
1 2 
_ 二 8 二 工 
一 三 arc rt [CT 十 六 arC tgz] 
v5 1 
加 1 4 ]， 2 2 Ce 
5 1+ 5V5 | vv 
一 仁 一 亏 ) 
2 2 
w5 一 1 
-2.1+2+ 4 | 一 2 一 | - 
5 1 5V5 LS5H+I | 
2 
一 一 二 (ecosz 十 2sSinzy+ *》 
， 并 攻关 了 
| arCtEZ 。 
二 二 | 公 雪 十 9 王 十 CC 
x*x》 利用 1817 题 的 结果 ， 
二 
5 1 十 六 己 sec2 工 
机 
Sn 
四 ] 十 cos 
5 2 
1 十 cos 工 
一 一 工 (cosx 十 2sinzr》 一 工 ， 
5 5 
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六 5 十 1 

5 十 1 

一 一 -一 一 上 
2 

3aTC T 训 了 开 

2 | 十 双 椰 

ar 2 | 一 
2 


关 关 式 1n 


二 名 


cg| t 名 加 
工 


人 trC T 区 2 十 tg 工 
2 2 十 In -1L 
2 .te 到 ctg| 2 


cg| 却 十 2 | =- Im[etg 


这 工 
<028， | 到 至， 
(ay Ti<e< li 日 ]. 


过 


一 jn 


2 | ] 


解 设 上 一 忆 椰 . 同 2025 题 ,得 


| 过 二 = 中 一-/ 
1 十 scCOSs 工 《1] 十 sy 十 (人 一 旨 在 


Ka 昌 < 5E< |， 


7 一 | 人 
] 十 < 1 一 和; 
1+ [下 引 : 
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2 
一 丽 一 上 
E 一 1】 
-| 1 
四 四 1 


国耻 十 cos 直人 一 18 你 


1 十 ECDS 二 


十 已 


其 


E 一 了 
十 巳 . 
》 “< 十 ] 十 了 we 一 
”VE 一 
< 十 1 十 2 vv 振 一 1 十 人 一 1) 起 
(E 十 1) 一 (一 工 ) 
SCL 十 拓 ) 十 人 1 一 绎 十 2 一 1 
Et 一 才 ) 十 (1 十 戎 》 
一 外 1 十 二 十 (1 十 二 )Cosz 十 中 Ye 一 
ti 十 拉 Teos 和 十 《Y]1 十 在) 


s 十 Cosz 十 vs Ti 


SecOs 工 十 工 


三 十 cosT 十 YY 旨 一 18sin 


SCOSsT 十 1] 
Snz 开 
2029 jsEsez 
S1mn 工 _ ] 
解 | dz= | [jd 

= 一 | 二， 一 Etcgz) 
sec 十 te 和 1 十 2 旗 2 

一 一 


本 ae tegt w 2 t 工 ) 十 万 
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1n 


_a 


ce| 到 十 到 ||+c: 


1 
2 YY 2 
研 于 
2033- | { Si 十 声 CODSd 2 
解 | 二 二 1 Tetatgr 十 也 ) 
fasinTr 十 Beosz7 在 J (atgz 十 古 )2 
] 四 人 有 
十 (一 atasiny 十 上 cos 工 ) 


D034. | SELL 字 福 


Simna3zr 十 人 人 OS3 人 7 
Sim 和 好 工 
币 | 2 Sinmsdt 十 CDSs3 交 
St 工 芝 工 
= | 《siny 十 cosxIfl 一 SIECOS 和 人) 
工 《S1ndFr 一 CDS 工 ?dd 他 
之 JJ 《slnzr 十 cos 一 Sincecos 工 ) 
工 二 工 
2J1 一 SinzeoOs 二 
_ 让 一 和 二 一 【cosxr 一 Sin yd 和 
号 


十 七， 


号 1 天 Sinr 十 cos 避 上 寺 
sinzY 一 Cos: 立 ， 地 节 

二 站 1 一 SinTCoSs dz 十 到 1 一 SiInreDS 人 六 

人 fsStmz 十 Cos 1 cd 一 Sinrcos) 
3 Sn 十 cos 址 6 ] 一 SLCGSs 交 
1 fa 2cosr 一 sm] 
3 3 sinr 
1 了 《sn 十 安安 S 区 7 
器 1 一 SImECes 工 
2Cesy 一 Sin 


ww 3 Sn 二 


arc t 芋 


arC Tt 客 


-二 1+c 
2035、| 元 一 竺 


sin 十 Cos4T 
2 


二 
解 | 一 | 一 


他 《Tt 站 荆 )》 

28eezs2z 一 1g 和 2 工 

fazdg2z) -1 到 笠 | C 

一 jz 十 t 到 一 并 ax t 儿 可 十 二 

和 1 CS 全 

2036. | sins 十 cs6d 
解 | so TI 罗 | 2S1D2 富生 全 工 
sinsy 十 cbssxr ”sint2y 一 8sinz2r 十 名 
-| tg 2edCtg2r) 

才 交 一 遇 t 次 22rSeCee 2 十 有 sec 区 


__ | ft 名 "ZECtS2Y) 
2t 十 Stg224 十 时 


2 他 (ttg2T 
-一 一 (2 十 | 一 一 一 一 
4 tg22r 十 4 十 2 2 
加 2 v 王 | 全 (ff 女 2) 
4 tg22r 十 4 一 2 


1 | 区 忆 写 
Te 
一 2 一 2arctg 


ttE2T 去 ||+c 
2037， | sln 工 一 cos 工 ， 


VY4 一 2 2 
S1nd 拒 . 十 习 吕 3 全 


Sn 总 一 COS 立 站 巡 人 号 马克 
解 | 喇 革 二 os az 一 | 1 GT 


1 一 可 sin 2x 
1 让 2cos27 2cos27 
号 YY 2 一 Stm2t ww 2 十 simn2r 
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1 2 一 SI 
一 ln 一 一 -一 一 十 心 ， 
2 vv 2 vv2 十 sin2z 
StimRees 直 
2038，| acose dz 
解 | So sinxcos 并 ， 一 | TYXxsSec 工 
1 si sec4 十 《 客 ( 信 
-|[ -sgz) 一 工 
加 到 2tg4zr 十 2tgz 十 荆 2 arctg(] 十 2 宇 ) 
十 蕊 ， 


2033. | 寺 妆 人 下 性 个人 


解 js ar 
siTrisy 十 ROSS 区 1 -一 3Sin2rcos 二 
24(tg2) 


RE 
] 一 半 sinm 4Sec 2 一 3tg 2 


一 atc | 十 蕊 - 


三 式 
2040， | 《Si1nz 和 十 2CS 人 7 
] 
解 三 工 xsd 
《sinzy 十 2costr 和 2 (ftg2 十 232 
一 | SeC Tt KtE 立 ) 
和 工 一 2 


一 LEZ) 
-| CE 六 二 CCtg7) 十 | Cg 十 2 


Cg 十 ) 一 | 他 (tg 工 ) 
-| 《t 名 2 工 十 全 3 -dtgT) 十 《Tt 区 2 和 十 它 7 


加 | cfKtEZ)》 | 人 Et 名 并 ) 
tger 十 部 《tg2T 十 它 ) 
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204 1. 


2042. 


加 -2 加 tt 区 工 
一 5 tt 到 AT 4Ctgzz 二 2 
1 | 二 
一 arc f{ 十 忆 
4 ww 2 2 VC3 
3 区 加 t 嫌 
vv |- 生生 记 +C 
*) 利用 1817 题 的 结果 . 
求 积分 
| 研 工 
好 Stmz 十 cos 工 
先 化 分 母 为 对 数 的 形状 ， 
解 | 二 十 cosr 一 | 5 十 人 》 
_ ] 症 十 旬 
去 干 京 ” 吧 2 中 +c， 
其 中 cosg= -一 一 ,sing= 一 二 一 ， 
并 设 轩 十 本 关心 
证 明 
| 2 十 加 cosx ) 
csttid 十 BCOS 工 


一 几 r 十 旦 Inlasinz 十 Becoszrl 十 站 ， 

式 中 4.8,C 为 销 数 ， 

证 csindr 十 COs 一 刀 (asindy 十 BCcos 交 ) 
十 喇 feacDs 一 sin， 


起 中 44= 2 oz 十 史 尖 0 


妆 2 


| 2 十 oacosZ 
好 S]D 工 十 Cos 


加 CdSin 之 十 &0s 交 ) 

加 4jaz 十 asinzr 十 cosz 

一 4r 十 nlasinz 十 Becosz| 十 妆 . 
求 积分 ， 


2043， | sl T 一 cos 壹 ， 


S1 和 十 习习 吕 号 天 


解 此 为 2042 题 的 特例 ,这 里 


妃 | 一 1 , 己 一 一 1 一] 一 了 
ct 十 由 1 一 2 工 
4 十 站 1 十 4 5 ” 
0 ap 一 1 一 2 3 
2 十 好 1 十 4 5 
代入 得 
| Sin 一 COS 开 
sinr 十 2e0Os 浆 
一 二 一 于 Inlsinz 十 2cos| 十 蕊 ， 
2044. | 天 一 
SS 
解 | 3 十 5tgr 5 王 5siny 十 56SR4、 
此 为 2042 题 的 特例 ,这 里 
2G1 一 ;站 一 1 一 5 吉 一 3j 
了 
所 一 34 本 
代入 得 


3 5 . 
| 元 拓 一 - 十 SEE 一 34 十 呈 jn |5sinz 十 3cosz| 十 . 
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21STnY 十 COSs 工 
204> | (esinz 十 区 cssd 
G1Sin 十 COSs 江 
解 仿 2042 题 ， | 《全 Sm 下 RS 


asin 十 coSs 
[asinyz 十 上 cos 
十 | 2SE COST 一 SI 
Casinz 十 COs 工 32 
他 地 casInyr 十 eaosz) 
| 8] 们 十 aeos 斌 十 fiSjiDn 工 十 让 COST) 
性 了 


| 


和 tg| 王 十 半 


十 慷 


上 
一 一 一 一 | 
v 均 干 灰 
好 Sr 十 ES 


二 -ae 十 的 in ce| 至 十 克 
Ca 十 妇 汉 2 
位 肿 ) 一 c 人 1 上 耻 
《ez 十 站 人 Sm 全 十 Sr 十 (， 
ae 十 1 dt 他 避 
式 中 4 一 -二 一 -二 这， 


伍 。 二 
忆 台 3 人 一 本 ,SI 人 一 本 ， 
2 十 六 关 0( 显 然 按 题 意 4 光 不 同时 为 零 )， 
#*] 利用 2041 题 的 铺 果 
2046.， 证 明 ， 


| aslny 十 古 icosdT 十 7 
如 名 六 十 cos 十 灾 


一 4z 十 呈 inlasinz 十 pcosr 十 <| 


十 C| TEA 十 SS 十 
了 5 


式 中 4.B,C 都 是 党 系数 ， 
证 “” 按 题 章 < 不 同时 为 霉 . 设 
asind 十 二 cosz 十 ci 主 4(asinzr 十 os 十 <) 
十 吾 (ecosz 一 SinT) 十 忆 ， 


比较 等 式 两 端 同 类 项 的 系数 , 则 有 
刀 直 ， 一 好 1 上 
二 
性 一 GCCeEl 一 站 十 器 Cocl 一 而 c) 
人 这 十 百 : 
代 人 得 
| 2 Si 十 如 Cosdr 十 cy 
CS1nT -二 cos 工 十 上 字 
加 (Castnz 十 peeos 十 
4|zz 十 总 有 十 eaosr 十 工 
下 C| 十 pE 十 
一 4z 十 五 Inijasinz 十 Pees 十 e| 


十 C| 十 DOSE 十 c 
求 积 分 : 
2047. | 到 十 20Ds 一 号 


SS 也 二 一 2eos 姑 十 3 


解 此 为 2046 愿 之 特例 ,这 里 


E 一 1 一 2f 一 一 3 人 一] 下 一 一 2r 一 3 
_ ae 十 oo 1 一 4 3 
Qt 十 嫩 1 十 +4 5 


etl 一 Ci 十 Prl 一 上 C 


(一 2 十 天 
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《一 3 一 3 十 (一 2)06 一 6 一 
本 1 十 4 * 
代 和 人 得 


| 汪 十 2CDS 工 一 号 
sinh 一 2608s 工 十 3 


一 一 王 x 十 全 inlsinz 一 2coszr 十 3| 
一 上 | 

5 Si 一 2cDsr 十 3 
一 一 去 z 十 二 lalsinz 一 2cosz 十 3| 


状 

1 十 5tg 瑟 

一 一 -一 和 ai (， 
arc t 客 5 十 


x*)》 设 上 一 组 广 , 积 分 即 得 所 求 式 子 . 


S1mLT 二 十 
2048， | ww 2 十 sinz 十 cos 
解 此 为 2046 题 之 特例 ,这 里 


1,P 一 站 ce 一 0 一 1 一 Tc 一 忌 


如 | 一 

_1p-_ rr- _ 1. 

全 一 广 : 忆 2 - 志 
代入 得 


| S1Tm.e 代 
2 十 Sinze 十 ecOSs 工 
一 六 一 到 In| 2 十 sin 十 COSs 工 | 
_ 一 | dz 
ww 2 十 sin 和 十 ecos 袜 


一 二 了 一 六 In| w 了 了 十 sinz 十 cosx 
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1 4 
vv 2 ww 2 十 2cos 一 王 


二 


一 记 工 -一 计 n | 2 十 Si 二 COS 工 | 


Li er 
< zcos'| 三 一 到 | 


-一 记 工 一 六 上 | 2 十 sin 十 cos 工 | 


] 让 将 
tg| 到 | 十 C， 


253HT 十 es 
2049， | Si 二 des 一 了 4 


解 本题 也 是 2046 题 之 特 傣 ,这 昌 


好 1 一 之 , 岂 ， 一 1 一 0 一 3 一 4 一 一 了 
一 三 , 末 --_ 工 CC= 芋 
4 一 于 :如 一 SC 5 ， 
代 人 得 


2sInT 十 COS 滤 ， 
3sin 十 deosy 一 2 


一 二 zx 一 二 inl3sinz 二 4cosz 一 2| 
二 和 | RS 
5J3sinzr 十 4cosr 一 2 

一 三 一 二 In 13sinx 十 4cosz 一 了 | 


下 了 
1 w 了 十 v 了 下 ze 到 一 1 
十 ln 
5 v31 了 一 vSlzg 过 一 1 
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解 此 为 2050 题 之 特例 ,这 里 


这 1 一 ] ,e 一 一 之 1 一 2 一 1 ,一 1; 
有 二 如 一 六 本 十 2c 古 ; -一 3 一 1 一 4 一 - _. T ， 
好 十 站 1 十 立 
虽 -4 一 aa 一 am -3 一 1 十 4 一 3 
2 十 于 1 十 1 ， 
QI 多 十 ac 一 2000 1 工 十 3 十 4 4 
加 az 十 下 1 十 1 
代入 得 
| 于 < 一 4sinmrcaosy 十 3cos- 工 | 
一 人 上 世 工 
Sny 十 COSs 访 


一 一 Sin 十 3cosr 十 引 < 


si 十 COS 浆 
一 一 Sin7 十 3cosz 十 -和 所 | 全 

Y sin| z 十 到 | 
一 一 Sinmd 十 3eosz 十 2 vv tn 


sin2zT 一 SIneeesy 十 2COS2 人 
2052，| 下 计 edr 


解 “ 本题 也 是 2050 题 的 特例 ,这 里 


tg| 到 十 到 | |+c， 


人 站】 一 1 ， 囊 一 一 误 5o 一 2 一 1:5 一 2; 

3 
由 一 二 * 且 一 证 1 E 

代 和 人 得 
| Si 人 一 号 it 和 CO 和 区 十 2 二 2 区 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Si 十 2CDSs 二 

_ 工 。 立 8 ar 
一 sn 十 cosz 二 | Sinz 十 208 
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2053， 


一 二 (sinz 十 3cos) 
汪 


V/ 十 2tg 广 一 1 


mn | -一 一 一 一 一 一 一 一 十 忆 ， 
5Y5 | v 一 2g 王 二 1 


十 


* ) 设 : 一色 到 ,积分 即 得 所 求 式 子 ， 


证 明 : 菩 (Ca 一 了 了 十 天 局， 抽 | 
| G1Stnwf 十 百 ICOS 二 
Sin 十 228sinecaos 关 十 reCaSsz 


7 ca 
一 划 二 汪 二 和 十 引 计 3 全 寺 ， 
式 中 44, 呈 为 未 定 系数 , 力 ,4 为 下 方程 式 的 根 
好 一 外 再 
严 f 一 起 


过 工 


=-。 《4 天 hy) 


及 
二 一 《 辟 一 机 3)Sim 十 2COS 人 下 -一 二 -一 上 ，》 
证 ” 记 
Gasinzr 十 25sinmrcesz 十 ceos2 
一 (aa 一 而 )8iner 十 268sinrees 交 
十 (ce 一 cossr 十 从 


ae 
一 一 aa 


上 二 和 Ka 一 ) sin2z 中 25Ca 一 力 )sinreos 六 
十 (ce 一 由 )(a 一 而 )ceszzr] 十 六 ， 
一 贞 刁 
其 中 xG 一 12 为 | | = 的 根 ， 
古 -多 
由 假定 (e 一 < 六 十 开关 0 从 而 (fa 一 ce 十 和夫 虽 
23L 


因此 页 乱 . 


再 设 太 = 4 一 1,2) 及 
和 = Te 一 疝 )StY -十 cos 
击 于 fa 一 Agec 一 向) 一 天 一 0: 即 兰 一 (Ca 一 而 JEC 一 而 )。 
于 是 ， 
他 2Sinz 坟 十 2Bsinheosw 十 eecas 二 
一 志 [fa 一 Jsinazr 十 2p0a 一 评 )sSineeos 工 
十 coszsr 了 十 太一 下 [fa 一 而 )sinrz 十 Beosyz 了 


十 本 一 大 2 十 太 ， 《 工 ) 
其 这 * 设 

要 1S1 放 区 二 熙 COS 开 一 古 [Ca 一 有 CDS 二 一 有 St 

十 呈 [fa 一 机 Jeos 过 一 einr]， 《之 
比较 等 式 两 端 同 类 项 的 系数 , 则 有 


一 一 (由 十 号 ) 一 好] 
ka 一 灰 } 十 吾 人 一 刀 ] 一 瑟 | ， 


二 GUI 一 4 十 禹 十 at 一 站 
而 蕊 册 四 几 ) 7 
一 巡 十 aa 一 四) 
BA 一 A) 、 
由 人 41) 式 及 (2 式 即 得 
| &QISindT 十 加 CDSC 上 
assinszr 十 26sinzeos 十 ceos27 


_ 4j ; -一 由 yeDSY 一 硬 S1T L 
了 


fa 一 1 )SinTzr 十 Beosz 了 十 入 


一 由 3eO3sd 一 昌 SID 
二 引 Fe 一 siny 十 Peos] 十 1 dz 
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1 斌 下 
= 4 到 人 下 B| 元 和 元。 
类 了 按 题 意 ， 问 关 0, 因 若 5 王 0, 则 帮 一 au 一 cc 从 
而 & 无 意义 . 不 过 . 当 必 一 0 时 , 仍 能 化 为 所 要 
求 的 类 似 形 式 ,事实 上 , 当 吕 王 0 时 ,a 关 ec 
我 们 有 
| __ QH1SID 并 十 上 CODS 工 7 
CS T 十 25sinhoeDsT 十 ecegeT 
__ 一 | 2 05 JSimyt 十 器 COS 企 


Sinza 十 CCeeOse 他 


-二 ee dz 十 o[ Cos 


一 村 
cS1h 人 -上 eees2 人 人 本 1 中 CDS2 人 


一 | 一 -cess 7 三 (es 工 ] 二 | 码 (Sstn) 
te 一 yeossr 十 aa JU a 一 cysin2z 十 


人 B| 天 2 ca 
= 4 二 页 十 22E 十 3 
二 f 一 全 天 一 站 一 w 


FI 一 COST 一 Sin 一口 ,A 一 字 ， 


本 题 也 林 用 下 法 另 和 证 : 傅 由 一 (Ca 一 必 )sinr 十 pcosr， 
一 -一 二 元吉 一 1,2)， 代入 积分 等 式 . 然后 两 边 求 导 ， 


整理 并 比较 系数 , 便 可 知 》 必 为 ，” “ ,|-。 
的 根 . 相 应 可 求 出 系数 ,4,B8. 
求 积 分 

2054， 2stmnz 一 COS 并 


3Stim2w 十 ds 
解 | 2s4nr 一 CDS 开 了 
一 一 一 一 
3S1m 二 十 emS2 全 
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| 2slinz COS 寺 了 
和 十 40S2 3sin2z 十 4cos3 
一 ?| 瑟 eese CCcosz)》 加 二 SIEm) 
3 十 cos2 区 二 -一品 Im2 开 
__ < cosz1 1 工 ， 2 十 sn 
本 va 区 人 mn 2 一 sz 十 人 
SI 十 COS 区 
2055 2sinazr 一 45itzeeos 十 5coSERd 
解 站 为 2053 题 之 特例 ,这 里 
人 如 1 一 1] ,总 | 二 ] ,2 一 写 一 一 2Ce 一 5， 
由 重 
习 一 入 古 


一 时 一 ?4 6 一 关 ， 
吾 | 下 


求 得 册 一 ] ,4: 一 昌 . 从 而 
一 dh 一 如 十 三 下 十 ata 一 页 ) 


4 5 二 
_ 一 抱 一 2 十 (2 一 了 3 
一 ?21 一 6) 5“ 
有 一 多 十 ae 一 4 二 3 十 1 1 
碳 [A 一 如) 1] 10- 
丰 一 《C 一 群 )SIn 十 Poszr 一 Siny 一 20S， 
Be 一 《在 一 Sinr 十 cost 一 一 4sin 芝 一 2C0s; 
T 
后 一 了 二 一 1， 
-1 -上 
总 一 革 一 元 一 入 “ 
代入 得 


SInT 十 Cos 二 下 
2sinzy 一 4sinzecos 十 5cos2 
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一 也 | -SCsinz 一 2cosxz) 
(sinr 一 2cosz 关 十 1 


过: sin 十 2eos》 
”1 


一 二 (dsinz 十 260Ss 雪 六 


E arC tgk4Sinr 一 2CoDs 了 》 


1 中 YY 有 十 2sSlInT 十 COSs 工 二 
10 .对 烙 站 一 25in 一 GOS 二 


2056. | S1n 一 2Cas 工 


] 十 4s1nzreDs 二 


解 本 题 也 是 2053 是 的 特例 ,因为 
sin 一 2cosd 


RPR 沁 
了 十 InreeSs 人 


__ | Sin 工 一 2cDSs 7 
-一 一 Dr 一 一 外 
Slimzr 十 4sinreosz 十 cos2zr ”， 


这 里 ， 
三 | 了 ,在 1 一 叱 4 三 -一 ] , 瑟 一 2 一 ] 
Ai 一 34 一 一 1; 开 一 一 言 汪 一 去; 
PP_ 3. 
相 一 本 ,性 本 
ta 一 Zec0SL 一 SInr)yoas 一 2(cosr 十 sinr]， 
代入 得 


sin 一 2cos 寺 
] 十 4sinreesze 
_ 工 2 fcosyz 一 3inr) 
4j 一 2Keoszr 一 Sinx) 十 了 
3 2afcosz 十 sinx) 
2k4cos 工 十 sinz?2 一 1 
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3 ww afsinr 十 cost) 二 1 
4 《SS 坊 十 Cos 一 工 


加 工 | YY 十 21stnz 一 COS) CC 
d 7 6 3 一 PTSih 一 CDS] 
好 他 4slinz 十 瑟 cosz 
feisindz 十 cosr 和 (asinz 十 DCosr)n 1i 
好 让 
十 cj 《asinr 十 pcos)" 2 
式 中 4,5:C 为 未 定 系 数 . 
证 esinr 十 cos 了 一 YY 十 有 sinfz 十 站 )， 
， 百 好 
式 中 sina = 一 一 一 ,ecosa 一 一 一 ， 
wa 十 严 十 如 
于 是 ， 
过 工 : -外 二 工 
【asinz 十 Ecos 基 ]” 人 二 sn 十 


一 一 (az 十 2 让 


Sit 《十 站 


一 一 《az -天 )- 了 


好 [ct 十 刀 ) 


n” < 十 立 ) 
_- 开 一 上 Ct 丰 (十 Cosfk3 十 2 7 
re 十 古 2 至 Sin" 2 十 


此 好 
十 巧 Sn 一 人 二 
fasStinz 十 EeeOS 交 9 1 
一 2 1 一 sinzf 十 全) 
(az 十 吕 ? sin 和 十 G) 
。 得 开 - _ 
员 厂 本 | 《esjh 十 Rasry* 则 由 上 式 可 得 
之 了 


好 工 。 


在 - 好 
十 束 3InY 一 本 二 并 
《sinw 十 cos 工 ) 


十 (2 一 站 志 十 号 二 人 ,， 


了 一 


于 基 ， 

- 百 。 三 

人 一 105 十 丙 六 (or 十 郊 ) 
《aaSlmnT 十 eeosyys 1 


了 2， 


心 必 名 .了 


. 一 


扯 一 皮 
”二 1 于 克 ) 
即 

研 十 交 Simy 十 吾 CDS 


《asinr 十 pcosr)n (asinr 十 EDOSs)Jn -1 


全 于 
十 c| fd2Sin 十 es 工 ]m 2 
十 
坟 中 44 一 《rm 一 1)(az 十 囊 ; 二 一 
王 -Re _ < 
《 王 一 Ta3 十 芝 六 
谤 二 


人 
《一 172 十 环 ) 


2058. 求 | 《sinr 十 2cosZ)3 


解 此 为 2057 题 之 特例 ,这 里 
如 一 ] 记 一 站 一 3; 


2 1 工 
4 一 10 和 元 16" 一 10- 
代入 得 
妇 永 2Ss1n 一 袜 吕 3 站 


(sin 十 2 Ofsinr 十 2Cosdr]2 


十 丰 | Sinr ERT 了 CC 避 呈 光 
已 3 


28S1nr 一 COST 


10Csinz 十 3503z 一 10 | 二 十 0) 


2S1nr 一 CDOS 人 
10fsin 十 2eosz1 


十 二 nltg| 却 十 三] | 十 CC 
其 中 ecosa 一 -于 ,slma 一 - 专 " 一 atctg2.。 
2059.， 若 呈 为 大 于 1 的 自然 数 ,证 明 
本 并 加 sinr 
《2 十 posTfiP 《aa 十 8DsY7 
二 二 三 克 
下 中 《和 十 BOSs 工 ) 下 c| 【Ga 十 ceDs 工 ?7 
| 天 |》， 
并 求 出 系数 4, 互 和 CC， 
证 设 太一 | 直到, 先 考虑 了 
T_， 一 Te 十 Beeos) 一 2cos 7 
三 《十 BOSSTJ2 1 
_ 工 | ,一 二 | dz(sinz) 
” 《2 十 ECDs 工 ) 1 
-7 _ sin 
如 代 好 十 DCGS 关 2 
(《4 一 荆 ? 瑟 : Si 这 和 
4 二 二 os 
_ 1 7 贞 S1T 
ka 十 上 osryrr1 
f《 2 _ 信守 
十 于 一 1 地 一 1 十 人 十 Ecoszlfa 一 2cosxy ， 了 
侈 《全 十 BeeosTDn 
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地 工 地 工 
下 中 { 人 十 CDSs 人 31 十 cl| 【aa 十 8 和) 
上 《2 一 叶 ) 红 
FA 一 (Ca 一 1( 一 史 ) 光 (一 (az 一 媒 )” 
殊 一 
人 一 盖 TCaiS 二 刺 f [el| 天 151 且 a 天 0)， 
若 a 一 0, 则 占 尖 0 我 们 有 
妇 工 了 工 1 Sr 
《二 帮 COS 生 了 加 cos" 
S]1m 工 下 一 防 休克 “1 
[二 一 yeos" 他 十 插 -一 eeDsn" 一 ?个 
*》 利用 2012 题 66) 的 结果 ， 
求 积分 : 
1 交 人 全 
2060 | 一 sinzaz 
0 cosT YY ] 十 sinzr 
| 秋生 四 一 全 TeOS 六 ) 
ceDsk ww]1 十 Sm cos 二 ww 一 COST 
一 | -一 -sesz ECCesr) __ 好 (SEC 六 
Cos2fr 2secir 二 ] | ww OCSeeeT 一 
= - 方 w 2 secr 十 2secsr 二 了 | 十 C 
上 1 ww 2 十 Y1 十 sm 工 | 
本 jeoszr| 
2061. S1m2 下 
1 COSzT ATf 二 


Slnz 们 sin2etftg) 
一 汪 dx 一 | 0 28 
| 汪 


一 2|sinczedtf wtgr)y 一 ?|4: 一 Cos Try w tr) 


站 S 二 二 


24 人 


2062. | 


1 


AT ?| SCYtB 
2 Y [7 下 


加 t 名 工 “ w 2ftg 十 1 
蒜 
2 YE 5 十 1 


十 _L_aretg Yigz 十 C Tt 安江 人 人 


| 


ww tgz 一 
*) 利用 1884 题 的 结果 . 
Si 工 公信 


二 Sin2r 


解 ”由 于 


& 十 sin2 和 一 1 十 (sinyr 十 cos 工 1 
一 3 一 《sinf 一 COS)2 


于 是 ， 
Sinrdr 一 | 2 和 二 os So cosz 一 《cosT 一 Sin) 开 
w2 十 sn2r ] 十 《sinr 十 cos 克 六 
| 人 生 开 作 二 
一 1 -一 -一 一 一 一 以 
w3 一 【Sn 一 COS 工 ) 


一 lnfsiny 十 cosy 十 2 十 sin2z) 
SnTd 工 | 友 (Sinhr 一 DS 广 )》 
w23 十 5in2z wY 3 一 《sin 一 CO5 并 庆 
一 lnksinzr 十 cosr 十 v2 十 sin2zr)， 


因而 ， 
Stner | 人 (Sinr 一 ROSS 十) 
人 


2 十 SR ww 一 【Sin 一 COST 7 
一 到 msinz 十 cos 二- ww2 十 SImar) 


1 St 一 CD 二 
一 一 站 人 人” 一 
2 ww 3 
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一 于 In(sinz 十 epsz 十 2 十 slIn2r) 十 慷 . 


2003. | 过 <e< 1). 
解 此 为 2059 题 之 特例 ,这 里 


人 一 ]) 呈 一 上 开 一 作 ， 


一 = pp__ 1 mm_- 
4 一 一 这 ,8= ITC = 0， 
代入 得 
| 三 二 _ ES1I 工 
《1 十 EcoOs 工 7 《1 一 台 )fL 十 eeos) 
] 械 
十 ] 二 | 


四 ESinm 父 
《1 一 ECL 十 COSr] 


2 ”” 
二 aetg| 刻 一 * | 人 Ce 
(1 -一 晴 注 1] 十 请 2 


*) 利用 2028 题 ta) 的 结果 . 


Cg" 1 王 十 双 
2064:. | 2 dx 
sine+1 一 人 
之 
cog 亚 十 双 
解 ” 设 := 一 一 一 一 , 刚 
扫 1T1 5 
一 二 cosda 
__ 机 | 好 工 
di 本 
总 11YL 7 号 1 也 2 
于 是 ， 
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如 广 
| 2 好 7 一 < | 
ned1 机 这 亡 避 号 三 
上 了 十 
CDSsG 
袜 十 旭 ]7 
? cos 7 
_ 二 十 fenst 尖 D)， 
mcosa | .in 过 一 吕 
2 
2065， 推 出 积分 
sin 三 到 < 
1 -| SI1n 芝士 4 生 
所 
的 递 推 公式 (为 自然 数 ). 
证 方法 一 : 
一 
sim 7 
设 + 一 一 二 5, 则 
总 纪 
之 
1 十 上 企 
z = ?arctg| 1 二 : t 它 2 | ， 
4tg 号 
民工 一 了 了 tt 
立 2 之 一 2 一 
SeCe 2 十 2z| te 可 1j + se 
由 于 
sr 
业 E 区 2 
2 全 。 :> 2 公 
Se 2 十 攻 5 + se 3 
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= 一 < 二 十 
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一 4t8 人 


一 4 了 


十 
届 殉 本 ， 区 二 2 全 
#2sec 广 十 如 和 了 1j + see 2 
2 
两 端 对 * 积分 * 即 得 肖 推 对 式 
加 人 ai ”十 2 icosa 一 了 ，. 


方法 二 ， 
设 y 一 -一 


nc- 了 
[人 全] dy 
pa :9 一 ad 
sinyy slngy 


一 yy 一 Ga 从 而 


加 ?| SIlnyCcose 一 Cosysina rsinkKy 一 Ge*1 


slny S1n 人 


一 cosday |， 一 2sina| S 


下 sec 六 十 2z| te: 人 一 1] 十 sec: 


cd 


cOSy slnty 一 2 dy 


Si 学 Si 和 
再 设 
sin| 王 一 ?| 
sinty 一 2 2 | sea 
-~ 一 人 一 上 一 一 了 
Sm yy si 开 十 2 友 Sin 
之 


位 


之 


“066. 


则 . 
CDSst | 一 了 
了 一 cosdT， | 一 Sina iv 一 一 一 《1 ) 
殉 
Tebsyraslinky 一 代 )” 
2 一 引 sin y' Slimy ] 42 


一 Ce 
si 【9 2 


加 网 汪 三 [Sa 一 如 
siny 


sl1m” | 


让 一 下 
十 sm (y 一 am- (ty 一 4Jeosdy 一 和 Gy 


Sin” yy 
_ 人 jn 十 :fr 尼 人 号 WACDS 伍 十 sinysinay， 
好 SEOQ yy 


一 一 三 er 十 ecDsau ,十 SInad |， 《之 
由 (1 式 和 (2) 式 解 得 

了 一 了 _ieosa 一 SImnea 

2 


划一 1 


十 coseaj 十 了 工 _,slima) 


一 了 ICose 一 sina| 一 En 


一 了 _icosda 十 2 09， 
es 一 | 


一 SmeGCDS 克 < 
Sn 


一 Sinzayr。， 


一 27 cosa 一 了 _， 十 2slina is- 


如 一 1 
8$ 5. 各 种 超越 函数 的 积分 法 


证 明 若 己 (zy 为 于 次 对 项 式 , 则 
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|Pcz)erdz 一 < 
十 十 (一 1 一 汪 ) 


证 | Poperarz 一 二 |Pcmacer) 


] 


| 


看 


- 工 Prryenr 一 
| 


Phkzy CT __ 
= ee 一 一 一 一 十 … 二 (一 


十 二 ， 


一 有 (Je 一 二 |eP， { 工 】 二 攻 
此 


二 PCz)e 一 二 |P (zaCeez) 


PIC) 三 【 工 ; 


了 


]+ C， 


二 [7ec22 十 二 |e=P"ez)az 


， 下 人 (人 


"十 1 


因为 王 Cr) 为 二 演 志 项 式 , 所 以 PCz) 三 0 从 而 上 
述 等 式 括 号 中 的 导数 到 已 "”"(Cz) 为 目 ， 


2067， 证 明 若 PCz) 为 于 次 密 项 式 , 则 


| 有 【CGOSG 卫 雪 下 
Simna [Pcz) 也 人 
研 三 
cosa [P: Cry 十 严 5z] 十 
在 加 
妥 
| 天 SITE 
Cesad 有 人) 
们 (P (z) 站 


2 和 6 


有 PT》 …] 
区 


瑟 05 3 
一 一 光 ] 上 C 
且 5 元 

三 4 站 ] 


ssa[pa 一 疡 全 + 人 9 Tc 
证 【PCoeosaxadz =- 二 |Pcz)dGsinaz) 
一 二 已 Cz)sinax 一 二 |P'Cz)sioazaz 
一 二 PP(z)sinaz 十 去 |P 《JECCcosGT) 
一 过 PP(z)sinaz 十 记忆 〔《 工 )CDS4 
一 点 | PCzyeosazradz 


一 一己 (zsinax 十 误 巴 【六 ?DSS 一 访 P"(z)sinax 


一 工 Pw(z)yecosaz 十 去 | PwCz)cosazaz 
1 1 


Sina 工 PICz)》  ，P CCzJT 
四 [Per) 人 十 总 1 ] 
coOsGTr Di PYwtr) Per 
+ [Paz) 一 一 一 十 一 一 | 
十 已. 
| PCmsinazrdz 一 一 二 | PreCeosaz) 


一 一 二 PP(z)cosaz 十 二 | 【TeDsGTd 
一 一 二 PKz)cosex 十 二 | 忆 《JSine 工 ) 
一 一 工 己 (zycesaz 十 方 书 《了 JSlima 立 

__ 点 |P"Cz)sinazdzx 


2 和 7 


一 一 工 己 Cr)cosaz 十 元 忆 {《 工 Jsiruz 十 二 Pr(z 了 COSC 
如 
一 上 PPw(zr)sinax 十 二 |PwCz)sinazdx 
三 好 


由 


“ 4? 
四 Sosez [Pt(z) 四 ( 疡 《TY) …] 
妇 三 


位 
+ soszfPrtz) 一 王 S 十 二 一，…] 
位 籽 
+ C 
上 述 导 数 项 是 有 限 的 ,其 次 数 委 
求 积分 


2068. | eeraz 


3 ar naz| 工 32 笃 一 站 
解 3 人 ez| 十 好 本 十 尼 


x ) “利用 2066 题 的 结果 . 
2069， jc _ 2z 十 2)erzdx. 


_ 
解 |(zz az 二 2erzdzr 一 ez 工 二 2 和 代 十 2 
一 卫 


一 一 ez 十 2) 十 六 
* ) 利用 2066 题 的 结 玉 ， 
207 人 1 | ssinSzd， 


主 
解 | zsinszaz 一 一 | 2 一 2 二 十 
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x*) 利用 2066 题 的 结果 . 
PDT74， 1e<scos2ord 工 . 


解 enrCDOS2TET 一 到 |eaa 十 coOs28T 人 全 


工 wz 十 了 mr acos2pr 十 25sin2pr”， 
2 2 CQ 十 45 


* 》 利用 1828 题 的 结果 . 
2 人 075， |esinsezar 


十 忆 . 


1 一 cos2p 


5 过 个 


解 erSinapredr 一 |esinsz * 
立 sinaz 一 二 sin3bzr| dz 


本 | “4 

3 CSiIna 一 COs 厅 和 
4 2 十 站 

了 ax asin3gz 一 3pcos3bzr 
二 好 十 人 

<* ) 利用 1829 题 的 结果 ， 


0D76G， 1 ressin rtz， 


十 人 ， 


解 TerSitztET 一 |zsinza 《ex 
一 -rarslny 一 .| efSinr 十 COS 工 》G 工 
一 Te*slindr 一 | sinz 十 -eaos 二 3 人 (ez》 
一 efzsinz 一 Sin 一 3eOSs 和 
十 ecaeosz 一 了 Si 三 代 


一 erTfzslinr 一 SinTr -一 .TeCOS 十 ] 
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十 ?|ecoszaz 一 | resinzaz， 


于 是 ， 
二 他” 。 . 
ezStmnTEET 一 《TSID 一 S1m 二 
一 JeOS) 十 | eeDsTi 工 


相 _ 。 本 。 
-一 (TS 一 SnT 一 YeosTy) 十 (sinz 


十 ceoszry* 十 


护 Czfsinz 一 cos) 十 cosz] 十 民 ， 
*) 利用 1828 题 的 结果 ， 
2077. | zereeszaz. 


解 |zzereosxzary 一 rzeoszecen) 


一 了 Eeeosd 一 | 不 CS 二 一 人 门 定 3 全 


十 < 人 3 二 一 | czzeosz 一 贡生 in 区 Ke 


让 TCDS 一 ECOS 交 一 了 2 并 》 


十 |ecacosz 一 凡 TrSttmd 一 症 2eDS 工 二 区 


一 ef[z2KSIn 十 epsr) 一 人 reosyz] 十 了 |ercosrrczr 
一 4|=e<sinzaz 一 了 DEC 全， 
于 是 ， 


| rereoszaz 一 字 fzz(sinz 十 OoOSs 工 ) 一 2COSY] 
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一- 一- 一- -一 一 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一- 一 -一 一 -一 一 


十 jeeosraz 一 ?|rersinzadz 
一 邱 Cxzz(Csinz 十 cosT》 -一 2xzecos 和 1] 十 林 (sinz 
十 cos) 1 一 汪 * 邱 Cz(sinz 一 COSs 工 ) 十 COST ”1 
十 已. 
一 邱 Czs(sinz 十 COS) -一 2TSIDY 
十 《Sinhz 一 Cos)] 十 世 ， 


* 了 利用 1828 题 的 结果 ， 
* #) 利用 2076 题 的 结果 . 


2078， |zesinzzadz. 


解 ersinezdtzr 一 卫 |xeG 一 Cos2D)U 让 


2 

一 壮 ] zerdz -一 于 | zereos2zdz 

邓 之 
一 鞋 fr 一 1)》 一 二 | zeos2zadte) 

出 2 
1 ] xy 
一 -一 ef 全 一] 一 半 e 心 全 号 站 下 

十 六 Exfecos2r 一 2SIn2LDG 并 
一 并 ez 一 ]) 一 二 rercos2z 

2 z 

了 1 里 
十 了 。 2 一 | resin2zdz， 


|resinzzazx 一 js DTe 
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一 Jrersln27 一 jecsinzz 十 2reo0s2zDGd 

一 ffersitn2r 一 气 (sin2z 一 Beos2zr)” 
一 ?| zc:dl 一 2s1D2 关 二 代 

一 ersin2z 一 后 (sin2x 一 2C0S27) 


一 2 人 fr 一 16 十 41zersin2rdr。 
代入 得 


| resinezaz 一 ez [二 可 二 62sin2z 十 COSZ 人 rr 


1] 。 
十 50C4sin27 一 3cos2r) ] 十 必 ， 


* ) 利用 1828 题 的 结果 ， 
* x*) 利用 1829 题 的 结果 . 


2079. |e 一 Sin 工 六 他 工 ， 
解 |e 一 sinz)adx 
-- | Gra 一 3zssinz 十 3zsinar 一 sinsrjdz 
一 过 十 | rzakeosz 十 冯 | zl 一 CGO 全 它 下 ) 妇 休 
十 | 一 coser)cdCeos 工 ) 


一 本 十 37teost 一 rcoseetr 十 于 


一 这 | za(sin2z) 十 cosr 一 二 cosaz 


.。 ? 
一 林 十 过 十 3z*cos 交 一 lzrakgsinz) 一 症 xsin2z 
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十 并 sin2yrear 十 cos 一 于 cos: 玉 


本 
一 本 十 一 一 和 十 3 CDS 一 上 7SinE 一 ECDSs 


一 3 十 eost 一 号 cos2 区 一 三 cost 工 十 尼 


当 
号 区 。 3 . 
一 三 十 和 十 3r2eosz 一 字 | 6sinz 十 本 SIn2 
5ecos 工 十 辣 cos2z| 一 半 cosiz 十 蕊 . 


2080， 1cos: > cr 
解 设 = 一 1 则 工 一 绊 人 dz 一 2tdt ,于 是 
|eos: w dr 一 ?|reossa 王 ja 十 COSs2ETJett 


一 一 小 革 

一 了 小 2 refsin2z) 

一 所 十 记 tsin2: 一 到 Sin2teHt 

一 丘 十 方 4sin2 十 二 cos21 十 慷 

一 至 十 壮 w rsinf(2 v) 十 二 cos(2 w 7 ) 十 C 

2081. 证 明知 下 为 有 理 肯 数 及 aa 他 3 为 可 公 度 的 数 , 则 
积分 
| Ree ec?dz 

是 初等 函数 . 
证 控 丁 意 好 1 从 2 为 可 : 公 度 的 数 ， 于 是 存在 一 
个 实数 ,使 得 


他 1 一 一 下 全，G> -一 二: 姓 ， ”一 天 ef 于 站 7 
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其 中 9 此 1 为 整数 . 


设 o 一 tt 则 二 一 本 lnt ,dx 一 二 dt 


全 (Ce ee ee 


一 了 |Ren 9 + 红 一 仆 ， Ki 到， 


其 中 民 " 民 ) 是 上 的 有 理 函 数 . 因此 ,积分 
|Rceeer 0 


为 初等 图 数 . 
求 下 列 积分 ， 


8 | er 


EL 十 全 一 时 
解 1 ez QTTe 4z 


一 -| 2 
[和 《1 十 上 和 
一 __ 好人 (1 十 6) 
f [全 二 jaz 二 


一 直 一 Intl 十 e 拓 ) 十 十 忆 . 


二 志 


尼 区 


2083、| 友和 


ec 人 六 Ke2 一 1)7 十 1 
解 | 志和 :一 站 Ted 


= | ce 一 Daz 十 | 二 


可 代 


1 十 6 


的 交 四 
刀 z+|1| 1 十 荆 |dz 
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= 地 一 ]nfl 十 扩 》 十 人， 
2084，| 去 二 二 一: 
解 “ |- 一 基 一 = | 一 
-让 二 


上 _ _ 
E 二 一 | 二 二 er 午 引 妇 


了 
过 上 工 mlr 1 一 工 二 鞋 
一 于 十 本 In|e 1 | 二 十 二 inker 十 2) 十 C 
了 了 工 | ，y_z 
一 7 十 了 tn |e 1 | 十 inte 十 2) 十 蕊 . 
2085- | 一 二 人 一 
1 十 ez 十 ez 十 ef 


解 设 弛 一刀 则 zx 一 6mni,dr 一 cd， 
改 和 得 


| 如 工 | 和 直 
1 二 红 E 寺 有 十 天 十 交 


一 | 去 二 让 全 二 1yGz 干 1 


1 1 二 1 
=- 引 [二 一 殉 直 T 5 过 


一 人 ln 一 3mnt 十 12 一 立 lntl 十 2) 
一 3arc te 十 居 


一 工 一 sn[11 十 <) | 十 呈 ]- 3atce Ttge 生 十 忆 . 


2086. | 了 十 az 
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解 ” 设 呈 一 六 则 工 = 4ntydz 一 人 df 


代 人 得 
[+ 和 uz- | 1 士 电 
(] 十 ce 了)2 5 十 亲 


| 人 二 ] 必 


一 区 十 


1 1 十 ef 


一 一 2arc sinl ce- 序 } 十 克 . 


2088. [Vs =lur 
解 | Vs 二 dz 一 2 -二 4z 


1 和 


娄 【 Ce 夺 (ee 
提 fe+ 2 一 w 一 寻 人 一 工 3 


一 jnter= 十 ve 一 直 十 arcasinfe-z) 十 蕊 . 


2089. | we 十 42 一 1dzr. 
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es 十 4 一】 
解 | v 严 于 全 二 TIdz 一 本 


2e7 十 4e dx 


好 字 
+ 引 -二 2 宇 - 一 - | 天 一 
ve we 十 4er 一 1 
de 十 4 一 1)》 2 一 ae 二 2 


2 vv 二 干 训 1 Ce 十 37 一 
Ce 一 一 2) 
+ 


一 wei 十 4e 天 一 1 十 2nger 十 2 
十 v 丁 二 各 一 TD) 一 arcsin 7 十 


自 
三 工 
2090 -万 直 二 中 让 二 二 
钥 | 天王 竺 一 一 
V1 十 6 十 YY 一 如 


一 村 je-(v 十 # 一 vv 一 etGT 
_ 多 ww 十 时 一 vv1 一 edge 


| 
工本 1 十 ea 1 一 全 


一 一 二 er*CYT 王 到 一 VIT 一 人) 十 二 十 于 
, 设 1] 十 6 一 “上风 

-| 了 

258 


200 


| 研 az 一 flec) 十 万 ; 式 中 心 z -| 条 
来 表示 ， 
证 “” 困 为 只 的 分 母 公 有 实 根 ,所 以 仅 包 合 形 如 (zz 一 
了 则 的 因子 局 一 ,2 分 解 且 ( 工 ) 为 部 分 分 式 得 -~ 
人 
Rtzr) 一 已 (z) 十 羡 之 运 二 二 7 六， 


其 中 PCz) 为 工 的 多 项 式 ,4, 是 党 系数 ， 
从 而 积分 


| 攻 工 ET 人 


1 更 
一 |z 《ye 中 人 >， > 4 友人 4 


1 一 1 /一 1 


上 式 右 端 第 一 个 积分 显然 是 初等 画 数 . 而 积分 


ee 7 

| 《一 全 

可 用 初等 函 数 和 超越 函数 来 表示 , 事实 上 , 设 一 必 
一 t， 则 


ea 加 ga 十 和 
| 二 | 一 


__ 人 。 _。 1 好 人 4 
1 一 1 1 一 剂 红 


这 祥 ,被 积 函 数 中 分 母 的 次 数 便 降 低 一 次 ,再 继续 运用 
分 部 积分 法 上 一 2) 次 , 即 可 得 


| ( 工 二 DZ 一 Batz) 十 有 ze  ”)， 


其 中 有 8 为 民 的 初等 函数 ,了 为 常数 ， 
因而 积分 


二 一 jPeeeraz 


s 此 


中 
六 | > 2 AoE 《7 十 > ， > ， 屿 Ne 人) 


:一 1 4 一 1 一 1 了 om1 


是 初等 函数 与 超越 函数 之 和 
2092， 在 甚么 情形 下 ,积分 
| 二 人 人 
( 式 中 PP| 二 | 一 we 十 于 十 十 冯 = 用 aoc “这 为 党 
数 ) 为 初等 函数 ? 
8 1 “ 吕 所 
租 | ea = 一 + 1 
和 
一 1 一 2 
碌 友 人 公 也 
一 人 四 | 和， 
= > 32 
pa | = 有 儿 立 ) 3 az = 2 


让 本 工 


2 立 (一 1 人 二 2 人 二 方 ” 环 - 


十 二 让 二 | 一 以 十 aoer- 
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即 


aa 十 于 十 如 十 ， 二 本 0， 
则 积分 | P| 十] =az 是 初等 函数 
求 积分 : 
2093. | 一 二 | ed 
解 | 1 一 二 eaz=|1 一 上 十 寺 erctz 


一 全 一 4 人) 一 de 六 | 
村 
一 ET 一 44fer) 一 全 er- 十 | 2 
村 
= 一 全 上 + C. 
2094. | 1 一 于]jeaz 
.证 


和 解 让 一 去 jerraz 一 一 上 “一 后 fe 十 瑟 ， 


2095，| 元 一下 
ee 2 
解 | 一 摆 十 2 一 (二 2 鸭 CC 一 1T4z 


| 过 74 站 Ta 
= “| ez 2 一 了 》 -oj 一 -< 1》 
了 一 此 症 一 了 


= edirfes 4 一 effes-zy 十 六， 


2096. | 十 运 Tdx 
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解 | GT | 5 | 
一 一 ex 一 十 eaz 一 -2 
” 二 开 十 性 
斗 了 了 下 
2097.| 忌 到 5 


解 “| -二 全 dz = | +ktz+1l2)erdz 


了 于 
十 32| 和 2 5 十 16| _e dz 
(人 


一 215 
z 
四 e| 空 | xz 十 3 十 32etdiCer4) 


一 16|edl 二 -| 


一 气 [z 十 3 十 光 | 十 32edirfesr 4 


16e 和 [ 

二 32| < 
ee 史 21 3 由- 了 一 二 
一 护 | 衬 十 3z 十 把 过 | + 6tewer 9) 
十 性 


*) 利用 2066 题 的 结果 . 
求 售 有 lnFz)yarctg(z) rc sinfCr)yarccosj (rr) 等 
函数 的 积分 ,其 中 Fzy 为 代数 函数 


2098，|imrzaz Cn 为 自然 数 )， 
解 |mzaz 一 ln*z 一 nn-zaz 
一 二 lnhoz 一 天 Ttn 十 庆 攻 一 1)| nszaz 一 ，…* 
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一 区 [nr 一 Pin 一 1yr 才 mr 一 11in -rr 一 


十 【一 1]nr 十 (一 1 人 十 站 . 
2099，| zanszdz 


解 |>amzaz 一 二 | mszacrn 


二 lmax 一 并 | zalnzzaz 


| 


了 4 了 | 了 中 
mn 1n2reczgedy 


二 由 4 了 立 |=: 
十 工 nz 18z Im 十 及 31 人 


-了 3 | 4 
一 本 Re 6 十 5 lnzegzd 


了 荆 4 台 加 卫 中 3 半 
本 tn 1 十 Rnz 5 z dz 
1 


1 3 ， 一 弛 | 
-4 站 3 光 下 六 十 六 ln 32 十 慷 ， 


本 
一 一 二 lasz 十 卫 | 了 dx 
一 一 lnzz 一 立 | nzza 吉 | 
一 一 lnaz 一 in 十 乞 dx 
一 lnaz In?z 一 2jnza| 二 | 
一 一 alnsz lnszx Tinz 十 守 人 
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___ 1 11ns 妆 1ns 辽 区 
= 一 |imz+ lnsz 十 六 nz 十 本 | 十 6 


2 
大江 
【区 十 如 IT 十 站 
本 < ez 
和 解 |mccz +o) + 证 而 9z+t] DC 二 D 


= | 于 革 ds Iakz 十 


2101. |mce -十 areCzr 十 bsrt]。 


这 十 罗干 
-- |mez 十 adrlncz 十 )] 
十 |mcz 十 坊 ) 芭 [lngr 十 @7 
一 mezx+alncz 十 电 一 jme 二 drlnczr 十 aD 
十 |macz 十 五 Jctflntz 十 立 门 
一 lntr 十 嫌 ?nr 十 此 十 忆 ， 
2102. jc 十 vT 干 束 )dz. 
解 je 十 十 束 Jaxr 一 xlnstr 十 vv 王浆) 
一 | -元 二 二 - 琅 本 二 mce + YITT 斌 )dz 
== :lnzgzr 十 
一 ?jncz 十 vv1 二 gw1l 十 下) 
一 xln2fzr 十 vw1 填 和 ) 
一 2 vT 干 赤 ln(tz 十 vT 二 天 ) 十 ?js 
一 zlnzkr 十 vv 十 和 天 ) 


一 2Yl1 十 姑 ]ngzr 十 vv1 1 十 各) 十 27r 十 姜 ， 
了 0 


2103. jcvi 一 工 十 vi 十 3Gz. 
|mevT=z+ 兴 十 谤 ) 厅 工 


一 Yinf 1 一 闷 十 YITT) 十 六 | 二 拓 三 = 


VY 1 一 2 
一 了 nt 1 一 工 十 VITZ) 十 广 arcsinz 一 二 xz 十 C， 
2104，| 一 一 -dx 
【1 十 -z) 玛 


| 一半- < | d| 袜 

二 一 村 ~ 
{] 十 3) 二 v1 十 王 
了 区 


一 -DT | 4 


六 |nr 
一 - 记 下 二 一 (十 v 1 十 到 十 万. 


2105， | zaretg(zr 十 137dzr， 


解 Sabetgf 六 十 1 一 也 |areagG 十 二 (2 


| 让 : 
一 文 Tarctg( 工 十 】 》 一 了 | 元 下 Gd 
1 ， 到 27r 十 2 
一 志 isarctg( 一 亏 一 
2 arct 儿 (福士 1 ) 1 坪 二 他 二 jaz 


一 冯 rearetg(z 二 1) 一 位 十 六 nx? 十 2r 十 2 十 C 


2 
2106. | > 了 arectg w 工 妇 7 
解 | ww atfctg ww 症 寺 福 =- 辽 |aretg Y 工 好 fx] 
一 上 /_ 工 | 工 
3 TXT3zarctg Y 六 3 上 十 弃 Sx 
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2107， Fana_- 一 工 GTrz ， 
解 |zaresindl ~ 一 和 了 工 = 也 arcsinft1 一 二 三 【 底 3 


一 二 rrarcsin(1 一 z 十 立 | -万 二 4 
立 

对 于 积分 | - 刻 二 和 二 dz , 设 1 一 一 则 

YL 一 《1 一 人 工 ) 

__ 2 

一 此 十 二 人 


| 二 一 


一 睛 十 1 
一 = 二 2 -| 一 人 +:| 一 全- 
.ww 一 此 ww 一 相 w1 一 此 


= | ww] 一 tr 人 一 2arcsinf 一 2 ww1 一 天 


一 本 .1 一 天 十 闻 arcsint 一 2arcslnt 
一 2 .一 志士 C 


一 3 一 立 一 了 
一 YY 
于 是 ， 


jaresint 1] 一 了 好人 


2 
一 红 3arcsin(1 一 z) 一 2 于 w 2 一 工 十 伍 . 


2108. |aresin w 区 过， 
解 aTecsin w 二 好 工 一 和 arCSIP WwW 二 


arcsintf 1 一 区 7 十 亡 :. 


7 


“ 1 一 衬 
对 于 积分 | - 福 -dz , 设 v 一 … 则 dz 一 2cde 
于 是 ， 


| -二 一 Re 
--2| = euw +2| -一 二 


一 一 上 Y1 一 此 一 arcsinf 十 2arcsint- 寺 全 ， 
一 arcesin w Y 一 wz 一 工 十 让 |， 
因而 ， 


|aresin ww 了 这 =-| 写 一 去 | atrcsin ws 
十 二 VE 一 灾 十 C. 
2109. | rareeos 了 dz ， 


SrCCOS 二 dd 【rz 


解 jzare COS 二 dz 一 


2 
_1 ， 1 工 el 
T arc cos 于 一 了 4 
一 亏 xzarc CDS 过 一 去 Gagmz) Ye 一 1 十 万 ， 
-出 风 址 
2110. | arcsin 二 二 dr 
解 1arcsin 和 二 二 dz 一 一 |aresin 二 二 d(z 十 了 
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2113， 1.ratetgzlndtl 十 rc ， 
解 工 GTrCt 它 基 Lng] 十 交付 让 
= 也 arctrlntli 十 王 2 Try》 


一 二 raarctgxzln 《十 王 ) 


2 
L 人 [QQL 二 3 寺 症 2 aaaragzjo 
2 1] 十 丈 1 十 区 
一 去 zzarctgzln(1 十 z2) 一 寺 ma 十 Tax 
二 [me 十 ) | Seteza 
二 4 一 
一 | saTCtg TeE 工 


一 到 zzarctgxla 《1 十 各 


了 工 : 2 
可 lntdl 十 工 ) 十 二 2 | 本 二 
1 BrCt 
十 六 arctgzlnk1 十 开 2 一 了 二 
十 | etezaz 
一 工 x “26Tct 工 十 一 上 | 过 一 于 
2 8 2 1T 二 过 
一 半 zearetgzln(1 十 22) 一 二 zln(C1-z2) 


十 们 一 arctg 交 十 arctgzln 《LI 十 妆 :) 


了 工 - -了 工 
广 工 aret 如 如 十 开 > arctg 立 十 全 


27 寺 


个 
atYct 工 一 却 ] 


了 
一 zarctgz 十 | [于 2 


[lng1 十 zx 一 1 十 坊 . 


2 ”1 
YY ) 7 
2115，| 于 于 十 “二 和 dx 
[1 十 :富有 玛 
解 lnfz 十 YI 十 过 )arx 
[1] 十 二 


一 |mcz 十 v1 十 0d| 
十 1 十 zx 开 
人 1 十 开 

一 Znez 十 YL 十 工 _In YI 下定 C 


二 
求 含 有 双 曲 线 函 数 的 积分 : 


2116， |shszrcehzecezxz . 


守 
7 二 志 
过 工 


解 |shezehezaz 一 款 |sbzzzaz 


一 去 |shzzzd(2z) 
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sa 


Sbh4d 全 
一 一 瑟 士 -3 十 C. 
* ) 利用 1761 题 的 结果 ， 


2117 |eh4rez2 


解 |chizadzr 一 让 二 ez 


-| 一 了 工 ，o ， 工 
= | 十 广 ch2z 十 人 cb?2zj| dz 


_ 1  ， 工 卫 
1 十 二 sh2x 十 8 


用 了 
z 十 二 sh4z] 十 忆 


一 言 了 十 二 sh2x 十 二 sh4z 十 C， 


* 》 利用 1762 题 的 结果 . 
2118， ;shzrex ， 


解 |shrzdz =- |shezshzax = | chez -Dacehz) 

一 到 chaz 一 chx 十 C: 
2119， 1shzrsh2rsh3rezr . 

解 |shxrsh2rsh3zez 
一 | 二 cchaz 一 Ch2rysh2zrczr 
1 1 
一 方 ch3zrsh2rez 工 一 方 ch2zrsh2zrcdr 
= 款 | chez 一 Sh 2 人 一 天 [hazraz 


了 
一 2ch6z 一 Tch4z-- 言 ch2z 十 (， 
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2120.， ithrezr . 


解 |mzaz = dx 一 Inakehy) 十 己 . 


2121，1eth2rerr ， 


Pdzx 人 


解 et 和 人 一 = 


一 工 一 Ceth 十 忆 。 
2122. | VEERdz ， 


儿 人 
= | -生生 ee 二 


= | Ce 忆 
ve Te 
-二 | der) |， | ae-27] 

2 ve 2 VT 一 Te 


] 
< 2 


村 
2123 | 运 十 2ehr 
解 讼 th 一 纪 则 


2 站 1 十 此 
shz 一 [二 5， chz 一 一 阅 ， 
1 1 工 十 ! 
庆 一 |n 1 一 ，， 本 工 一 1 一 于 
于 是 ， 


一 一 lnfe 呈 十 we 一 T) 十 工 arcsinke- 十 尼 ， 
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-一 一 
| 远 十 2chz | 5 十 ! 十 1 7 - 十 


1 十 2th 本 
一 十 一 
afrCT 儿 -二 
2124， |shazsinbzxdz 。 


十 心 ， 


解 se rsimnETeztr 一 去 |sinaraz 


一 各 已 人 再 开 二 低 

1 os asintz 一 cos&Tr 

2 oa 十 村 

十 1 oa asinpr 十 Acoser 
2 2 十 可 


十 必 


aceher 。 Sing 一 上 shazr 。cos 丰 垃 
一 2 十 十 全 . 
< ) 利用 1829 题 的 结果 ， 


立 |230， |shazeosbzaz 。 


解 Shazceosttczd 一 | 人 人 3 让 全 企 


卫 
相 
一 去 | 一 号 克 和 人 全 


_ 工 sr iDSE 二 十 瑟 Sin 右 z”， 
2 Ci 十 闻 
1 acCDSs 有 大 一 Psin 吕 rr 
下 3 4 十 玉 十 


achay = ODS 在 关 十 志 shear "Sin 
加 十 术 CC， 
* ) 利用 1828 题 的 结果 ， 
2 和 


$ 6，、 衣 数 的 积分 法 的 各 种 例子 


求 积 分 : 
cr 
2126， | Fa 
《2 十 17 一 人 
解 | 过 二 = FT 十 4 
1 | 去 守 三 二 
TiKCL 十 工 ) 
1 | 私 。 十 1 一 蕊 dx 
4f] 十 位? 


本 | 二 站 人 
避 和 > yt《K1 十 六 7 


1 ] 
= 一直 + 而 十 儿 吉 一 让 < 
=- 一 二 十 证 一 二 一 arctgz 十 5 
和 全 开 
“1 | 
xdr  _ fGr 一 1 十 1 
解 as-| 人 二 3 4 


-| 到 空 二 一 | 到 径 志 
《和 一 工 3 (rz 一 工 )3 
-| 好 工 -人 2 并 
《zz 一生 2 一 4 一 1 
一 冯 | dz 了 ” 
4J(t 一 工 关 
上 TY 
下 」 《rz 一 工 ) 十 47L1 一 郊 2 
2 了 7 


1 二 [cz 】 
人 | 2 一 1) 2J 王 一 ] 

TY _ -二 7 1 民间 
二 Ta 
十 CC 


*) 利用 1921 题 的 递 挫 么 式 ， 
二 他 
2128，| 二 二 二 二 
解 因为 
1 十 z 十 过 一 (Cr 十 ] 生 一 14 一 (3 十 z2 十 1》Cz4 一 十 1)》， 
开 十 妨 十 ] 一 人 2 十 1 一 富 一 (22 十 二 十 1)( 二 2 一 全 十 寺 ， 


六 一 人 二 1 一 (rs 十] 一 3xz 一 (二 rw 二 1， 
《2 一 全 以 3 十 1)》， 


所 以 
1 = 也 | T 十 1 王 一 1 
1 十 区 4 十 2 十 下 十 1 2 一 和 十 1 
寻 十 1 -了 1 ,1 
z+ 直 2 十 1] 2 妆 十 工 十 1 这 一 交 十 1 
1 1 1  _ 工 
3 一 1 WwW 3 2 ww 2 


一 -一 一 一 十 一 一 一 -一 
1 rwV3TTI 二 一 区 w 3 十 1 
于 是 ， 
| 过 二 -于 | 过 全 十 卫 | 肆 工 

了 十 了 十 区 8 4Jz 十 过 十 1 4 一 工 十 1 

1 2r 十 3 
+ 一 | 一 红土 写 3 wx 

4 3 娃 十 之 本 十 1 


2 一 3 


| 汽 
一 一 一 二 | 一 一 一 一- 一 中 
症 3 一 全 3 十 1] 


27 全 


1 [到 去 !| + aretgl 二 二 

一 了 [arere -本 区 AT3 ] 
+ -Cn(z 二 rrY3 二 1 
-Intr 一 mw3 十 1 十 局 


1 1 一 和 
一 一 arCt 


2 w 了 Tw3 
1 好 二 rzY3 二 14c 


十 和 
4vwv3 一 YY 3 十 1 
过 苯 
“1 
解 设 Yr = 上 辣 则 
1 
代入 得 
下 | Eee 
Y 十 迪 工 (十 1 
_- 2 1 ， 
= jl， 上 十 1 7 二 
一 28 一 3 十 杂 一 ni 十 旭 十 辫 
一 2wr 一 3yr 二 6yz 一 6n1 十 交 r) 
十 忆 ( 人 0D) 
2130. 二 本 三 dx 
设 < 一直, 刚 
zt 
一 于 一 一 人 二 
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代入 得 


启 Eee= 直 2 


下 呈 
下 


避 四 1 
+ 二 1 二 16aretgt 十 6 


一 -_- (8z2 十 10z 十 15》 wz 一 


5 /上 一半 
于 arctg 二 十 二: 


一 2 (8z: 十 10r 十 15) wzrT 一 YY 


十 辣 arcsin YY 十 CDc < 1). 


xx 》 利用 1921 题 的 递 推 么 式 ， 


坟 此 
2131. | 二 
解 设 = 一 sint, 并 限制 一 六 < 挟 z 芭 , 则 dx 
一 COSsfcF， 
代入 得 
之 必 
S1m Sinz 


一 jp|csct 一 ctgt| 一 2ctgt 十 性 


Im 十 v1 一 过 2Y1 一 王 
证 


了 | 
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_ 
一 一 十 Co 一 jz| 


Ya 一 xz :1 
人 -| * 十 寺 放 


t+ 十 1 基 一 上 十 1 
加 1 2 一 3 二 
一 下 下 二 1 2 二 充 十 1 | 
1 《十 1) [一 
一 王 m 3 ICt 克 -7 十 蕊 ， 
于 
其 中 # 一 /二 芭 
2135.| 一 一 对 一 一 . 
Y wd 十 三 十 姨 
一 天 至 一 = | 一 一 天 一 一 - 
广内 1 十 拉 十 和 we 二 十 1 
3 
1 dz 十 
3 有 
和 
[> 十 去 | 二 本 
一 一 也 In cr 十 到 + VETT+Ci 


_ jn|2 士 王 士 2 < 十 3 十 1 |+ < 
注 以 土 实际 已 设 x 盖 0. 对 于 < 必 0, 利 用 1856 题 的 


方法 可 得 同一 结果 ， 
2136.| - 一 
解 | -一世 - 一 -| 一 
二 YA 了 一 吕 全 一 1 和 1] 一 全 全 一 一 一 


工 dr 十 13) 
vv2 一 (Cr 2 十 1 
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一 1 
一 一 二 arecsin 十 性 
cl 
了 
-一 arcsin| 二 十 忆 ， 
.下 
] 全 ] 
一 广 arccos 可 | 十 C 
人 
2137. | 1 二 一 二 过 dx， 
1 一 YY1 一 痉 
用 1 革 全 三 二 < 
1 一 vv1 一 征 
-| 归 二 交 二 且 全 二 二 和 dx 
(1 一 ww 一 zf 十 Yl1 一 妆 ) 
= | 2 一 三 十 和 人 一生 4 
一 2 允 
- 
-av 这 友人 
=--- 全 -xz 一 2vT= 束 - 引 一 衬 
立 一 二 
空 
= 一 一 一 夺 Y1 一 下 一 2aresinz 十 六 ， 
【1 十 交 ) 友 底 
2138，| -全 一 ce 
五 十 w 工 十 天 
解 《1 十 二) 革 代 
玄 十 Y 了 十 王 


= | 一 全 二 于 守 一 开赴 2 v 工 十字) 

《区 十 YY 十 瑾 ET 一 YY 十 六) 

= | 二 = 一 ww 十 2 一 工 v 工 十 和 
一 并 
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-一 人 + 下 Rd 


1 1 12， 
+jvlz+3j -人 ( 引 d| 
一 一 之 一 六 好 十 ww 十 过 十 Ingv 一 
+ YITTz) 十 经 十 1 v 示 二 让 
一 言 nlz 十 于 十 vE 直 双 | 十 C 


一 一 工 一 去 于 十 开元 干 天 


十 二 mn(2z 十 1 十 2 v 王 下 辣 ) 
一 计 mlz 十 二 二 全 二 友 +C 
一 一 去 (十 1 十 古代 v 记 干 训 
+ 号 nlz 十 去 十 v 开 二 二 +c， 
其 中 设 zx > 0 对 于 z 反 一 i, 同 样 可 获得 上 述 结 果 ,但 
要 注意 加 对 数 中 的 绝对 值 ， 
jnf1l -十 了 十 症 2 
2139. CTTTZi dt 


lnrgli 十 工 十 六 2? 
解 | C 休 二 二 4 
一 ma+z+zodl| 
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md 士 z 十 2 二 | 一 2 二 dz 
一 一 1] 十 工 (十 1 十 工 十 五》 


mdL 士 二 士 工 2 十 | 于 
一 一 1 十 工 十 羡 


1 十 人 
一 zjdz 
In 十 工 士 袜 ) | 二 | 叶 于 垂直 2x 十 1 
加 1 十 工 1 十 工 十 并 
卫 
+ 1 二 二 jd Inll 十 工 | 
Intl 十 工 十 ) 上 : 
一 一 一 革 十 六 intl 十 工 十 工 1 
十 V 3arec 二 全 | 一 nil+zxl+C 
nd 二 za 1 CGL 十 2 
机 1 十 工 1 十 垃 十 到 
1 
十 ”3arc t 儿 二 二 j+c 


2140， | ez 十 3S3arc cosf2z 一 3330 工 ， 
解 | ez 十 3)akrc eceosf2i 一 3 人 人 


一 jar cosft2r 一 30r 十 3) 
一 (72 十 3zarccosf2r 一 3) 


,二 二 二 王 二 3 
一 《dz 十 3rharceoDsr 2 一 了) 
一 | v 一 富 二 二 3dx 
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- 引 一 三 苦 - 一 一 zz 
《一 


中 天 二 一 
下 天 二 一 
一 (zir 十 3zryarcecosft2r 一 3) 


1 1 人 
| [村 | 2 4 > | 
dz 
6 一 到 于 呈 二 5 +?| 
VE 一 {z 一 全 
可 [到 一 [= 一 宫 
一 《zz 十 377arecosr2r 一 3) 
代 一 4 vv 一 亲王 3 一 2 
生 
一 辣 arcsin(2z 一 3) 一 6 v 一 妈 干 生 一 3 
一 7arccos(2r 一 3) 十 臣 ， 


一 十 3z 一 2 arceostkedr 一 3) 


8 
一 经 二 生 v 一 和 好 十 3 二 2 二 CGI<z<2)， 


2141， jad 十 rectz， 


解 rinf4 十 TICz 一 去 mc 十 z Je 


了 工 _s 4 上 
放 Jn(dt 十 冯 ) ?| 5 二 dz 


| 


到 zln(4 十 24》 一 ?||> 一 jazz 


直立 
4 十 各 
2 
六 xdnC4 十 1) 一 十 zarcrg| 瑟 | 十 屡 . 
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2142、 je 1 十 并 了 工 十 工 7 


1 一 开 
arcsinz 1 十 六 
解 | .和 


arcsin 和 _atfCcsim 
一 z 十 
光 1 一 六 


过 定 


一 (senz)| -ee arcsioxe 十 arcsinzcdfarcstm zy 


1 wwTa 一 了 
一 一 Csgnz)|arcsinzd vYT ”一 1 
十 六 《arCSsim 和 rr] 


wT 一 旭 < | 


一 一 【SS 和 工 7 4 arcstnz 一 西 


十 去 尼 站 让 二 iT 


ww] 一 :说 ， 好 工 1 


一 一 一 人 arcsinz 十 去 十 二 [atfrcsin 工 32 


2 
wT 一 他 


一 一 arcsiny 十 上 mn| 定 | 


十 二 (arcsinzy 十 Cs |zl < 1)， 


2 
Tlnt1l 十 vt 十 好 ) 
214 0 
解 | v1 十 工 ) 1 
w 十 区 


一 |jma 十 vv1 二 2 二 YL 十 王 ) 


一 (1 十 二 好 )ingl 十 vIL 十 D) 一 | 一 
一 vv 了 械 二 二 
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一 (1 十 vT 干 亚 )lnCl1 十 vL 十 三) 一 vv 十 二 十 人 
D144. |> v 亚 二 jln v 让 一 Tox. 
” 解 j> ws 十 ll wx 一 Tedx 
= 寺 |m vder(z 十 1) 
一 二 ( 袜 十 1D)sin V 斌 一 
一 村 | + 1 二 


1T2， 


对 于 右 端 的 积分 , 设 v 十 1 一 绿 则 于 十 1 一 旦 cd 


一 ti. 于是， 
上 了 _ 
一 二 | ee + 1 于 | 二 
| 和 
一 本 | 二 2 十 五 二 了 jd 
1 
一 于 
__ + TYEnVITE-v 
9 3 1 十 妇 十 2 
最 后 得 到 


|> ww 2 十 ln wz 一 cr 
1 .，， 立 5 二 
一 村 (7 十 1) vt 一 1 一 


YY wm 一 YY2 一 2 
5 直 吉 十 v 


了 
9 1 十 工 


十 和 (zl| 盖 1)》. 
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7 
一- 症 一 一 天 4CVT 一 一 ) 


0 


CT 一 Ar) 
右 端 的 积分 
YI 一 (2 一 开 
正人 一 
《1 一 六 2 一代] 
YL 一 二 ) ww] 一 人 
2 二 dz 


训 一 全 


过 代 


-人 
廊 一 wY 1 一 区 wY 1 一 总 


-- 站 一 一 一 一 az - 小 arcsin 莽 十 YY] 一 人 


9 


一 一 ?nm| 二 二 十 二 十 aresitny 十 光一 
一 一 写 hn 工 士 立 1 一 工 - arcsinz 十 wT 一 关 十 忆 ;. 


“于 是 ， 
实 全 了 


| 一 ”二 dc 
LT 一 3 一 区 


=| 并 -ln 一 工 T 二 二 一 In 并 二 这 一 开 
之 ww ] 一 -于 了 
十 工 arcsinzr 十 Cr0 < 必 工 蕊 1 ，. 


2 


“145. | 《2 十 Cr 
解 设 芭 太一 扎 不 妨 限制 一 *<z<f 则 


， 星 2 
sinzr 二] 十 24 一 丁 十 匡 : 
代 和 人 得 
过 父 ] 1 十 志 


人 SEE 十 十 


CE 十 :十 提 一 读 (2 十 1) 十 评 


一 到 | CT 二 了 十 节 计 4 
四 二 | 工 | (2 十 15d 
2 1 十 十 引 4 十 二 十 琵 入 
了 荆 区 
了 才 林 二 7 二 总 
1 arctg| 于 二 | 十 一 
AT 了 .5 41 十 十 基 ) 
工 2f 十 1 4 2 十 1] 
一 了 匠 二 + 十 区 一 3 arctel “二 二 
十 忆 ， 
并 1 十 2tg 三 COS 工 ? 
一 ETCE 之 一 一 一 十 忆 . 
3 3 本 3(2 十 3sIndT) 


# ) 利用 1921 题 的 递 推 公 式 ， 
28& 


= 32， 


1 (| sin 并 
8 7 RTV 


| 入 1 人 由 江 dz] 

CDOSL 二 十 了 十 4 了 

Ecos4T 十 了 7 一 4Y2D) 
ww 多 cosyd 人 十 了 一 4 2 


1] akcos4r 十 了 十 4 2) 
人 coOs4 二 十 ?了 十 4 ww 过 
1 COSs4d4T 十 了 十 4 2 


一 一 二 上 一 一 一 -二 十 忆 . 
COsdT 十 了 一 4 2 


“1144 | 远 计 w 1 十 COS 羡 


解 设 1 二 ceosz 一 二 ,并 限制 :人 0 出 
Sr 一 全 一 ”2 


于 是 ， 


十 


| 一 -过 -一 -一 | 二 天 
snTf wY1 十 cos 并 引 2 一 睛 )》 


】 
= 一 儿 二 地 jd 
] 1 ww 2 十 
一 工 一 一 上 -mn 盖 十 上 二 C 
上 vv 
1 __ 工 1， 2 十 YL 十 cosx | 


w 1 十 cos 2 2 ww 一 vv 下 ES 一 Y1 下 ER 
] 
2149. | 于 十 aretgzdz 


解 | 汪 jaretgzdr 一 | 一 2 


下 节 C 二 站 人 站 


号 二 
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AT 和 一 书 


站 十 区 
一 a[ zarctg 一 到 Int1 十 开 2 ] 一 一 一 


十 疙 。 
好 证 。 二 in 


(Karct 俐 工 ) 


一 GT 才 YCt 并 二 一 志 


ecarctgt) 


二 工 。 


2150，| 呈 
解 1 2 人 


sd 
= js+ | 于 1 


一 aztn| 二 


二 一 
= 人 | 下 


工 ] 昌 开 上 1] 
解 | 二 jd 一 二 | nzal 十- 二 | 
加 1 六 


一 一 到 十 站 ?7 一 到 5 


-5 
1 十 开 ) 2 ] 十 交 
tn 全 


2 十 好) 


]m 1 
一 了 下 交 ) 十 二 吕 T 十 恋 


十 羡 Inz 一 lnd1 十 ) 十 站 


=z 十 已 ， 
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DT62， | 


解 | 7 -4 == Ce v1 十 天 ) 
一 v1 十 arctgz 一 | 一任 -: 


中 十 
一 vv1 十 arctgr 一 lnfr 十 vv 十 二 十 六 
S1 伍 台 关 有 开 
了 3+. 一 CT 
1 AT 十 Cos 二 
解 | sin2zadr d(1 十 cos2z) 
ww 十 eaOsd4 工 will 十 eeos241 十 并 


一 一 Inf(]l 十 cos27z 十 v 1 十 cos2773 十 47 十 它 ， 
一 ]nfcos:sr 十 v]1 十 costzy 十 居 . 


2154. ee 


本 人 
全 arccosx ) 
解 | 一 一 |x arccosedr w1 一 二 7 
一 一 4 vv 一 六 2arecos 


3 


十 | 二 | 2zrarceos 过 一 一 二 
一 wii 一 全 

一 一直 YY] 一 arceaos 
一 半 |arccoszaf 1 一 xz2) 训 ] 一 jzaz 


少 计 
一 一 和 YE 一 2ahecosr 一 可 (1 一 开 2 至 昌 bCeCe 全 开 


jw 


_ 二 CT 1 
| 一 亡 二 ”37 


一 一 ww 一 warccos -一 一 23 这 areecost 
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了 2 上 工 3 
工 十 误工 3 十 


3 
所 
一 和 了 工 一 - 二 vv 一 2 了 arccosr 十 ， 
4arCeT 
2155，| 5 dx 
4atrCt 1] 
解 5 生 dz 一 用 一 1 十 二 二 Tarctgzdr 
一 村 |arctgzxd(z?) 一 |arctgrdz 
士 |aretgza 《atrCct 名 空 ] 
1  ; 1 天 本 
一 本 世 ret 区 工 一 了 本 二 证 一 工 aTCTE 工 
计 夺 休 工 2 
十 | T 十 雹 十 《arct 克 工 》 


一 了 zs _ 了 | 一 译 志 | _ 
了 工 aaTCTt 区 工 了 并 一 本 十 天 三 定 一 TeE 宅 二 
十 去 ln(l 十 xz 十 二 (arctg7 


一 二 sarct 名 一 于 2 十 后 Intl 十 交 一 区 aTCE 克 工 


十 二 Int1 十 2) 十 二 Carctgz): 十 C 
aa 加 亏 ] 
一 一 阁 字 工 一 河 |arctg 


十 六 (arctgzy: 十 <lnt1 十 工 3 十 已 ， 
2166， 上 ee 人 


《1 十 -7 
工 生 TCCeT 攻 二 上 】 
多 | CT 十 zz 一 jeeeerd 1 十 忆 


arCCt 台 和 亿 荆 好 区 


2 十 xy ”2 (1 十 之 2 


一 一 -arcctgT 了 站 之  _ 工 to 
2 二 mm) 2 十 1 2 arcctgz | 
十 工 

_ 1 一 :7 加 六 

二 arcctgz 一 和 十 9 十 性， 


< 利用 1921 题 的 递 推 公 式 ， 


2157*，| 研 2 CT “二 二 二 dx 
] 本 开 - 
解 | ES 二 1 十 7 


《] 一 工 
去 ncz 十 Ta 一 


_ 1 AT 


了 民工 


2J(l 一 关 ) va 二 


对 于 右 端 积分 设 z 一 tgt, 并 限制 一 了 < < 部 


vY1 十 区 一 Seclytr 一 Secerct 


于 是 ， 
| 寻 工 Secectt 
(] 一 zy wvT 填 天) 1 一 tg3t 
下 习 口 Se 一 | sa 二 [sinz 
cos2z -- sin 下 1 一 2sin 于 
_ ln 1 十 ”2sint 
记 ] 一 2 sint 
1 1 十 < 
3 记 ?"| 让 -7 人 ， 
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, 则 


因而 ， 


| 二 w ] 十 了 人 和 民 十 ww 十 下 
| 二 2 一 之 2 
了 了 | 十 均一 于 2 
4 2 wT 十 下 十 六 
2158. | vv 一 人 CS 


解 | w1 一 zarcsinrdr 一 了 vJ 二 Tsarcsin 


十 十 CC 


-六 E 一 - 订 二 到 arcsinzjd 


荆 


。 光 
一 六 vv 一 人 arcsimnr 一 斑 
， 如 CS 
一 | w 一 arcsinxczt -十 | -一 一 一 -一 一 -过 


wd 一 人 
， . 
一 宪 一 人 PCSiRn 一 林 十 六 (arcsinz]3 


一 | ww ] 一 袜 和 用 Tcsindrctr， 
于 是 ， 
| w 1 一 工 SarCsinm 二 过 六 


: . 
一- 壮 v ] 一 Tatrcsinz 一 寺 十 半 Carcsinz): 
十 (人 人工 | < 扫 1， 
2159. |1zf]1 十 zz)arcctgrdTr 


解 |zfl 十 zz)arcctgzredtz 
一 工 |areetgzatd 十 和 
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工 (1 十 )zarcctgdt 十 了 | 十 -2 地 休 


录 
一 二 (1 十 .72arcectgr 十 亲 十 十 安 . 
2160. la 二 Inzycz 
解 “|zl -Inzdz 一 ea 十 lnzydz 
-- |ewacrnz) 
一 ea 十 全 一 了 十 Cr Dy 
2161、| sae-ax 


areSlme . 
解 | ed 一 一 jaresineace 7 


一 一 # 7arcslne+ 十 | 一 < 
”1 一 吕 于 

”上 串 
一 一 Pareslres -| 一 天- Se“) 
有 《e 32 一 


一 一 ec Tatrcsimer -- 和 十 we 一 1 十 安 
一 一 e arcsine 一 Intl 十 vv] 一 cz) 十 Cr <0) 


2162. | -arc tSe2 ov 


e3Kl 十 妇 ) 
有 PC tge 到 | 二 到 上 
一 dz 一 | < 
总 二 en [。 一 全 50 
一 一 上 |arC teEeczrKe 到》 
一 |arc tgeEeiKarc tge 这 》 
一 一 2e zarc tge 过 十 | 宇 - -一 《arc tge 五 32 
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一 一 2e-arc 夫 ez 十 1 一 好 下 


可 
1 十 生 
一 《atce tge 去 3 
一 一 2e 王 arc tge 雪 十 工 一 jnfcl 十 ce) 一 (ac ge 这 ) 
十 已， 
碍 下 
2163 | rr 一 地 
民工 
解 | Ke 十 1 一 (十 于 3 
_ | ar 
加 Yes+1 四 Ce 十 ez 一 1 _ 2 
=- | 云 硬 斑 
te 一 ee 十 e 十 2e 7) 
_ = | 去 过 工 
es ws oshl fo2echl 十 2”z) 


三 区 
4ershl * (1 十 eschly 


chl 

加 ziijl 二 一 IT 二 rcij4 

-2 shlf[1 -eshl jd 
4sht dshl ] 十 erchl 


-er _ cthli- - 
一 一 3 了 Er 一 nfl 十 佐 chl7] 十 毛 . 


2164， | vi 二 dz， 


th 十 ] 
和 解 | withzzr 十 ladr-| 一 -一 ”dr 
ww the 十] 
hzz 十 ceEzr 


-一 人 eehir 4 
wthiz 十] 
297 


中 _ 
__ | 2ch 并 一 1acthzr) 


w 1 十 th 
-zshzadtthzy | scthz) 
w 了 十 fthazr v 了 十 th 
一 ?| -一 天- 一 一 Ingtbhzr 十 ww 十 hzr) 
withir 十 工 
2 
一 中 -天 ez 二 一 lntthzr 十 v1 十 thez) 
w Sha2r 十 &h -全 
好 (ww 2 shz) 
一 .2 2Lv<str) 1 《tbhw 十 1 十 thzr) 
w 1 十 2 站 hz “ 


ww 2tinCw2shzr 十 v1 十 2shszry》 
一 lnCthz 十 v1 十 thsz)y 十 
_ 1 YL 十 唐 工 十 阅 2rhz hr 十 v 2rhz 
ww 了 vv 十 证 于 一 了 thrx 
一 jnkthz 十 1 十 thiz) 士 . 


2165，| 巧 En 。erdz 


十 eesr 


解 和 


] 二 COSs 交 


1 十 2s1n 了 cos 芝 


一 | “< 工人 


DODS? 


下 tg 到 十 到 ie) 


| 
和 
本 
) 
ca| 
有 
的 
c|# 
AL 
所 
十 
于 
员 
所 
er 
四 
Te 
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2170， 


217. 


300 


人 ii 


解 当 子 六 0 时 ,|edz 一 |evax 一 一 e 7 十 忆 I， 
归并 < 于 时 .|eedz 一 |earx 一 o 十 忆 :. 


而 于 er 2 在 (一 cc, 十 ceo》 上 连续 ,. 故 其 原 丽 数 必 在 
《一 ceo, 十 co) 上 连续 可 徽 , 而 且 任 意 两 个 原 范 数 之 间 
差 一 常数 . 今 求 满 足 E(0) 一 0 的 原 图 数 天 (rz) 由 上 述 


国生 十 忆 )， 字 0 
ro -| 7 
ge 十 蕊 rmT< 


其 中 CCcs 是 两 个 常数 . 由 于 0 一 上 0) 一 im 严 (r)， 
即 上 一 一 工 十 已; 一 ] 十 , 国 此 避 ， 一 1 一 一 1 ,从 


而 
一 台 “， 泣 # 
乓 一 1 站 
所 以 ， 


[ee 人 
所 要 全 一 
本 1 | 人 < 


jaaxG 下 )c。 

解 ” 仿 上 题 ; 当 |zl 安 1 时 ， 
|maxdl,zoaz 一 | 一 之 十 避 ; 

当 工 > 1 时， 

|maxdal,zedz 一 |zaz 一 冯 士 ;， 

当 妆 一 1 时 ， 


maxa + 二 人 一 ja 一 到 十 蕊 3， 


今 求 满足 Fl) 一 上 的 原 函 数 下 Cr). 由 上 述 知 
工 十 Ci 一 工 乏 : 工 祥 14 


了 s ， 
严 Cry 一 3 十 性 :工人 


司 2 十 这 扎 一 二 


其 中 Coca 是 三 个 常数 ,由 于 1= 下 (1) 一 


limnFrz)) 即 1 一 1+TC 一 工 二 已 , 故 C 二 0,C 一 全. 
工 - 二 ] 十 心 对 号 


再 由 下 《一 13) 一 im (xz 得 一 1 一 一 二 十 C, 故 C 


一 s:wS:] 


1 ， 2 
Frz)》 一 了 4E 十 下 > 1 


1 一 全 < 一 1 


|max 【上 ， 工 2 ) 雪 下 


3 
二 十 全 sgmz 二 Clzl 1. 


2172. |ezaz, 其 中 rz) 为 数 z 至 其 最 接近 的 整数 之 距离 . 


解 显然 从 z) 在 (一 ceo, 十 ce) 上 连续 , 故 其 原 卫 数 
301 


人 


在 (一 2 盖 , 十 cc) 上 连续 可 微 . 今 求 满足 EC0) 一 0 的 原 
函数 . 由 于 


天 -一 并， 浊 拓 < < 十 部 时 | 


红 袜 )》 一 1 
一 二 十 所 十 1 , 当 # 十 就 <r < 十 ] 时 
故 
江 1 
了 一 mx 十 C 当 = 魏 工 和 2 十 广 时 ; 
_ 人 
7 一 所 十 十 Dz 十 Co 当 王 十 总 
< 字 < 挟 关 十 1 时 . 
其 中 C,,C。 是 两 个 常数 . 由 Heze) 一 十 二 | ， 
JI 一 十 一 恬 


加 
得 C. 一 C. 一 [= 十 壮 | 
故 
本 | 1 
一 zz 十 Co 当 二 安之 拒 有 二 六 时 


人 
三 (zz) 一 一 1 一 


1 2 
= 十 于 十 蕊 , 


当 十 也 包工 扫 a 十 工时 . 
由 lim 磋 fz) 一 下 人 十 1 


了 丁 一 十] -站 


得 递 推 公式 Co = C 十 二 十 和 
显然 6 = 严 (0) 一 避 . 由 此 得 习 一 二 (2 十 1 
于 是 
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2173. 


字 - 一 关 革 十 二 ma(25 十 1> 一 于 


2 
1 _ 

+ 二 [xz 一 ”一 二 | 和 一 3 到 z +o]， 
当中 乓 工 < 十 部 时 ; 

下 【一 ， ] 

一 本 十 全 十 ]D)z 一 二 (2 十 1)Ca 十 1) 一 子 
1 

十 可 z 一” 一 羡 | 0 -并 z 一 一 却 j， 


当 关 十 志 < < 十 1 时 
记 (Cz) 一 > 一 Ce] 表 数 z 去 掉 其 整数 部 分 Cz] 后 所 剩 下 
的 零头 部 分 那么 最 后 得 .F(z) 一 二 十 


4 
了 [co 一 二 - 任 一 3 - 亏 |} (一 = <z <Heo)， 
故 
|wz?az = 三 十 二 | 《z) -二 | 人 = | ce - 却 | 


十 4 一 扣 近 了 所 十 co)， 
clsinmzldz { 二 泣 间 )， 


解 “分别 求 出 在 区 间 [0,1),[1,2),[52,37》，…… [rz]， 
zf] 上 满足 Fo) 一 0 的 原 函 数 中 (zy 的 增 量 如 下 : 


在 5D0,1) 上 ,| * SImTTITZYT 一 人 EL 一 下 (0037 一 0; 
在 [1,2) 上 ， 一 |sinrzaz 一 二 cosxz 十 仁 :， 开 《2) 


3 了 


Z 


一 下 117 一 元 

在 [2,3) 上 .2z|sinrzdx 一 全 cosrzx 十 C 严 (3 
和 去 一 < “ 2 昌国 生 二 十 叶 业 

一 民 (2)》 一 全 


在 【Exz],] 上 ，( 一 Deofz]|sinrzax 一 《1395 


coOsTT 十 Ecoyri， 


-Co 一 六 


_ [7] 
fr) 一 站 CCz]) 一 《一 (cosx[z 一 CS 下 记 )， 


| |sinrr|drr 一 人 十 让 一 (PC 一 天 人 0)) 
十 《Pt2) 一 瑟 (1 十 (3 一 下 (2 十 全 


十 一 一 二 了 cz -za 《cosT[r] 一 CO5sTT) 十 站 
= 一 和 十 和 "十 ,十 sz 一 ] 》 
十 全 了 一 czaccosrcz] 一 cos 和 zz) 十 妆 
_ DC 一 让 一 De ca (一 De 
矶 开 
【一 17 ，Cz]J， cos 十 己 


王 


一 径 =Cz 一 《一 17ciebsTrh 十 己 . 


za 当 :| zl < 过 15 
里 好 曲 盖 -一 
<1714 je < 其 中 7Cz) 1] 一 zl 当 | 了 | 1 
解 。” 当 |z| 委 工时 ， 
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了 
reodz= ja 一 mdzr 一 工 一 于 十 1; 
当 > >> 1 和 ， Fendz= |a _ zaz 
一 工 了 十 CC 
拘 司 


当 < 扫 一 1 时 ,| Acz)dx 一 |a 一 | 这 | 


开元 


-一 一 十 蕊 i， 


人 天 满 是 天 0) 二 0 的 原 国 数 忆 Czr). 利用 Co) 一 0， 
lim 严 (r)7 一 严 (1)， lim Ftzy 一 严 ( 一 划 , 仿 2171 题 ， 


二 一] 一 候 


可 得 
习 
字 一 河 ,|z| 委 1; 
下 《TD 六 一 工 [| 十 zl 
和 “ 
zl 上 工 加 
-人 了 6 全 上 
于 是 
中 
xz 一 河 十 Crisli 
| eraz= 
一 王 芝 十 了 sgnzr 十 Clz De 1. 


2175. | Areaz, 式 由 
- 1, 攻 一 cp< rc 0 
rz) 一 4 十 1 若 0 委 工 所 1; 


2, 蔡 1< 工 < 十 ce 
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2176. 


2177- 
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| Arezyar 一 |ax 一 工 十 人 1; 
当 0 委 二 < 委 1 时 ， 
|reedz 一 |e 十 lydzr 一 十 之 雨 :5 
当 1< 工 所 十 co 时 ， 
外 7 (zcdz 一 |2zaz 一 z 十 尼 :- 
今 求 满足 Fi0) = 一 0 的 原 困 数 Fr) .利用 0) 三 0， 
lim 严 (x)》 一 下 (0)，lim 天 (zy)》 一 严 (1)， 仿 2171 题 , 可 


工 -一 履 一 自 


得 
上， 一 ce<z<0 时 | 
下 《Ti 一 


十 交 , 当 日 过 工 委 1 时 ; 


2 十 志 二 , 当 1<< 工 捷 十 co 时 . 


故 
tf 十 C: 当 一 ce<z<0 时 ' 


|reaz =- 瑟 十 z 十 C, 当 0 委 工 安 工 时 ; 
习 十 二 十 C, 当 1<z<< 十 oo 时 . 
求 |=Pcz?az 
解 - | rreeaz 一 |zacr ()] 一 开户 { 
-|Peoaz=zprco 一 Fr+C. 
求 | PCzz)dz、 


。 一 一 
解 |Pezmaz 一 二 | PC2zyd(2z， 一 JC27) 十 忆 . 
* ”这 里 暗中 分 别 假定 了 被 积 男 数 二 , 疡 基 连 续 的 . 
2178. 设 PazD = 过 们 >> 0), 求 Ac 


2、_ 革 : __ 1 
解 由 忆 (7 一方 ' 得 了 (一 -人 作 盖 0 
于 是 ， 
rz = |meodz= -2 


2179， 设 户 fsin2zry 一 cos2z 求 Frz). 
解 由 万 (sinzzy 一 cosizr 一 1 一 sincir 得 户 (r) 一 1] 
一 丈 ， 


于 是 ， 
yz 一 | (Crydr 一 ja ax 


一 二 一 六 菩 十 Clz| 挟 1)》. 


1, 当 0< vs 妇 1; 
2180. 设 dnz) 一 人 二 人， 
下 70 一 0, 求 姜 工 )， 
解 设 :一 lnr，, 珊 
1， 一 三- 和 
AO 一 | 人 


0 十 3 
于 是 ， 
十 人 一 ce< 工 袜 人 0 


一 | 《人 7 了 一 | 
2 十 0< < 十 Cr 
其 中 CCc: 是 两 个 澡 数 .由 假定 .F0) 一 0, 得 C = 0. 
7 


再 由 zz 在 z 一 0 的 连续 性 ,对 . 矿 0) 一 lim Ar 由 
攻 得 CC 一 一 1， 


于 是 
tb 一 1 当 0< 工 扫 十 co 时 . 
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ft 于 已 知 闭 区 闻 避 ,的 上 可 积分 的 充 要 条 件 ， 


2181， 把 区 间 [ 一 1,4] 分 为 于 全 相等 的 子 区 向 ,并 取 这 些 子 
区 间 中 点 的 坐标 作 自 变量 二 的 值 人 0 1 一 1). 
求 画 数 Aizr) = 1 十 工 在 此 区 间 上 的 积分 和 3 


解 ”每 一 个 子 区 间 的 长 为 之 ,第 ;个子 区 间 为 (一 1 十 
下 ,一 十 至 十 二 ) ,其 中 点 名 一 一 1 十 人 十 寺 ) 


捍 本 


于 是 ,所 求 的 积分 和 为 


3 一 忆 人 1 [一 1+ 全 十 下 有 二 二 
一 笃 3 |， 十 立 | 12 全 ， 
2182， 误 
《ay rz) 一 [一 2 过 工 忒 3]; 
《6) Fr 一 wz [0 妥 工 二 1; 
(6B) fr 一 2 0 碌 芝 10]. 
把 相应 区 间 等 分 成 ” 份 , 求 给 定 函 数 六 rz) 在 相应 区 间 
土 的 积分 下 和 53, 及 积分 上 和 3。 
解 (a) 把 区 间 [-- 2,3]2 等 分 , 则 每 一 个 子 区 间 的 长 
为 二 一 之 , 且 第 ; 个 子 区 间 为 
【一 2 十 天 ,一 2 十 人 十 138G 一 0 1 一 1)， 
在 令 ma 及 Ji 分别 表示 函数 .Fr) 在 第 ; 个子 区 同上 的 
下 确 界 及 上 确 界 , 则 因 Fry 一 <: 为 增 图 数 ,所 以 
1 一 《一 了 十 二 和 
号 1 昌 


4 一 [一 2 十 和 全 十 TAG 一 0 2 一 1)， 
于 是 ， 


=- man - 一 SC 2 十 法? 


ff 一 妖 


一 | 上 一 】 此 一 上 
一 一 8 中 十 1282 之 太一 6 下 十 由 。 人 7 
1 一 萎 ， 吧 让 于 让 
二 一 一 二 时 
一 一 40 十 于 2252 一 1 11235622 一 32 十 加 
巴 好 所 
625( 一 22 十 区) 


十 了 


65 175 ，125 
过 拉 机 


9 一 Mar - SC_ > 十 (人 十 卫 ) 丙 ]3 


+ 二 站 寺 因 站 
_ 65 ，175 125 
是 十 二 
(6) 卢 二 工 ， 
拉 
和 
区 一 一 
于 
44 一 一 1 = 0,1,2， 一 1). 
于 是 ， 
SS1. 并 SS 
一 工 [0 开 并 ,一 理 “ 
一 _SL1L. :十 1 工 . 可 下 
有 一 村 庆 本 | 二 开 “ 
Ke) 天 二 了 节 ， 
反 


3t 1 


2183. 


31 之 


雪 ; 一 2 
if， 一 2 人 一 人 2 一 1 >. 
于 是 ， 


Ca 一 1 10230 
SS 一 2 一 一 人 
一 2 2 关 一 1] zf2e 一 1》 
-SS 疡 24(2% 一 1) 
_ 01 一 
5 补 A2 2 
了] 性 
_ 10230 .2 
nm(2 一 1)， 


分 闭 区 全 [1.2 为 2 份 , 使 这 分 点 的 横 掌 标 构成 一 等 比 
级 数 和 .以 求 函 数 /zxr = 王 在 [1,2] 上 的 积分 下 和 . 
当 半 一 c2 时 此 稻 的 极限 等 于 甚么 ? 
解 设 Y2 一 4 或 2 一 人 ,分 点 为 

1 一 人 二 人 
由 于 Fxz) 一 六 在 [1,.23 上 为 增 函 数 , 故 积分 下 和 和 为 


时 一 | 本 一 1 
全 ， 一 Am 一 之 ， [ECG 册 《G 1 一 矿 7 


旭 一 上 _ 5 


下 短 一 工 
_ 31 (Y2 一 了 
3 一] 
且 
ims 一 3lvlim、< 二 1 
一 re wy 一 1 
一 31 ，trm 1 


6 十 Y8 二 YY4 十 YY 十 ] 


31 
一 污 . 
原 题 为 “使 这 ?= 份 的 长 构 或 等 比 级 数 ”, 现 根据 大 
题 答案 子 以 改正 - 
2184+ .从 积分 的 定义 出 发 , 求 


关 


了 
| co + god 
其 中 必 及 吕 为 冲 数 ， 
解 7 一 和 十 经 在 [0,T] 上 为 增 医 数 ( 了 > 0). 
六 一 二 ， 
反 
1 一 Un 十 站 5 天 
2 一 十 上 十 1758 下 人 一 Do1].2 关 一 1 
于 是 
司 一 了 


习 一 | 
.一 >) (ao 十 语 让 大 一 mao 下 十 雯 8 人 
。 到 几 1 王 


芋 Ce 
一 au 了 T 十 和 。 2 
一 ee & 了 
ze 二 2 2 


_ ， 

3 一 w+ce+Deon=oar+ 旺 + 虹 
f 一 从 

因为 


? 
lim 心 。 一 lim 5， 一 zyT 十 至 ， 


疗 一 iu 七 刷 


2 
所 以 


息 


以 通 当 的 方法 进行 积分 区 间 的 分 段 , 把 积分 看 作 是 
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对 应 的 积分 和 的 极限 ,来 计算 定 积分 . 
2185， | ax. 
和 解 “将 区 间 5 一 1,2]n 等 分 ,得 六 一 立 . 取 


上 一 一 】 十 下 ( < 一 虫 , 1 下 一 1 》， 
作 和 
共 一 1 “ 和 一 下 mm 一 上 
3 一 (一 1 十 请 ) 瑟 一 嘎 一 282> 人 十 下 福生 
1 本 必 古 一 肌 1 一 由 
日 一 9 
一 3 十 2 
于 是 
lirnS， 一 3， 


由 于 /tr) = 安 在 [ 一 1,2] 上 连续 , 故 积分 | zsdz 是 


存在 的 , 且 它 与 分 法 无 关 , 同 时 也 与 点 的 取 法 无 关 . 因 
此 上 述 和 的 极限 就 是 所 求 的 积分 值 5( 以 后 如 无 特殊 情 
况 , 不 再 说 明 ), 即 定 积分 


| 2 一 了. 
一 ] 

1 
2186. | eazce 0D)， 


解 ” 当 a 夫 1 时 ,将 区 间 [0o,1)n 等 分 ,得 上坟 =- 二 


取 
号 ， = 一 了 下 民 一 晶 ,1y…, 拓 一 1] 7) ， 
作 和 
S. -~ Shan 一 Ac 一 -~ _ 24 一 1 


7 二 ea 一] ntaex 一 1) 


纯 ] 半 


于 是 


lim。 一 lim 一 】 
放 一 下 蕊 器 网 一 号 总 瑞 _ ] 下 仁 


好 一 】 2 一 | 


时 


工 
好 


1 。 一] 
民 民工 一 [7 《2 天 1)， 
尖 a -一 1 时 ,积分 显然 为 1 


亚 


02187. | sinzaz- 


解 ”将 区 间 [0, 广 ]” 等 分 ,得 & = 元. 取 
一 访 上 一 1 一 1) 


作 和 
mm 一直 
9。 一 > 用 sinz 三 . 
f 一 由 
由 于 
sinrf 上 一 ] 站。 [cos 竺 一 1 一 CDSs 和 十 “] ， 
- 2 
2s1n 一 - 
2 
所 以 
对 "一下 四 
心 。 一 > cos 和 下 一 cos 3 
28In 一 一 下 
2 
一 下 cos 半 一 cos 2 -| 
251m 一 
立 
最 后 得 色 


- 开 2 一】 
。 lim| cos 页 COSs 棒 元 


lims。 一 jim 


同一 已, 俐 一 口 C, 册 一 和 Cr 


sl1mr 一 


2& 


邹 


smzaz 一 ]. 
心 


2188. | cosede- 


解 特区 间 50,z]na 等 分 ,得 天 一 却 . 取 
引 一 起 作 一 0,1 一 1). 
与 2187 题 类 似 , 可 得 


| 
了 


.limfsin 立 了 sincea 一 了 ) 
1im [sin 2 十 Sin 7 ] 


天 一 生 CT = 五 部 一 各 所 < 


郧 | sos ct 一 sin 六 
遇 


2189. 0 < 
解 ”将 区 间 [a .5 作 = 等 分 , 设 分 点 为 
0 一 站 < AT 一 
316 


2190.， 


取 冯 : 一 工 ; 9 二 -1 一 站 :12 一 1 >. 显 然 
后 抱 [二 区。 
作 和 


站， 一 《FT 一 人 
十 1 


于 是 


即 


| az (0 < a < 天 一 ])， 
解 ”选择 诸 分 点 ,使 它们 的 贺 坐 标 构成 一 等 比 级 数 ， 
即 

Ca 


其 中 
已 
二 一 FF 
取 扣 一 ad (一 0 1 2 …) 旺 一 1) 作 和 
同一 】 " 
3 一 >i(agq)ntag+l 一 cg ) 
fi 一 由 


中 一 ] 


一 art+tkg 一 1)， 1 


1 一 恬 
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mi 1 


一 am 一 1 
一 fm+i _ 如 了 十 上 加 1 


由 于 limg 一 1 所 以 


lmnS 一 《8r"+1 一 an+l ，jlim 六 一 


癌 一 中 上 凸 


一 fm+1l __ 站 后 二 1 |] 二 


mon 全 十 人 十 2 十 1 


2191，| 空 C<s 到 已 
解 同 2190 题 的 分 法 及 取 法 ,得 和 


本 一 | 


S ， =- (KagD) ， 《adi+l adg) 


-| 


由 于 lim 2 -一 一 Ina(e>> 0)( 可 用 洛 比 塔 法 则 ) , 命 


4 下 上 


“一 二 ,而 上 是 趋向 于 0 的 变量 ,应 用 这 一 极限 即 得 


太 -， 


lirmS。 一 limnaa 


日 -mo 晤 一 已 


一 ln 一 ， 
而 


号 1 和 


而 
州 一 ] = 
TITl 一 2ecos 到 十 吕 
二 1 下 
州 一 ] 。 十 十 
一 [Ism 之 十 cogs: 一 2 Cos 十 昌 


一 IT 人 一 cos 光 | +sinz 还 ] 
了 < 上 


人 [| 并 ， 
一 | 上 :一 cos 严 一 jsin 亚 ] 
4 | 拉 基 

琐 ， 。 
:os 十 7sin 
天 到 
此 一 】 加 
一 Te 一 s 对 一 6 


寺 吧 荆 


加 t 一 1 
十 一) 
一 1 
一 1 


即 
中 一 1 
证 一 1=-e-DLI -2eos 基 + 可 - 


+ 一 


当 + 一 a 时 ,利用 上 式 就 可 把 3。 表 成 下 面 的 形 陈 


于 是 ,(a) 当 jazl < 1 时 ,lirns， 一 , 即 
1 一 pa cos 工 十 or 一 申 ， 
心 


(6)7 当 lzl 1 时 ,把 ,改写 成 
2 十 1 .和 一 一 “] 


生 一 一 1 2 


S,. 一 2rln|ex| 十 过 ln[ 
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2193. 


aa 一 1] 


位 中 


后 ,由 于 lm 
即 
| ma 一 2acosz 十 dz 一 2rnla|. 
设 函 数 Fixz) 及 人 xz) 在 re, 的 上 连续 , 诗 明 

im (82gb)Az 一 | .FGmDwz)dz 
其 中 Ti | ,上 一 癌 ，] 天 -一 1 >》 
帮 ri 一 TH 一 in 一 如 7 一 了 由) 
证 ”因为 .rz) 及 维 x) 均 在 [ra, 罗 上 连续 ,所 以 它们 
的 乘积 六 zx 也 在 Fa, 土 连续 .因此 ,积分 
| empwczaz 一 ljim ， FED )Am(1) 存在 . 
由 于 大 z) 在 Ca, 的 连续 , 故 育 界 , 即 存在 贡 数 币 盖 0， 
便 | 天 z| 过 村 (过 工 志 的 ;又 由 于 多 在 [ayo 连 


续 , 故 一 致 连续 ,因此 任 给 e > 0, 存 在 8 > 0, 使 当 
max|aAr| < 少时 , 恒 有 


一 1, 从 而 liimS, 一 2rlnijaz|， 


所 ， 
| 5) 一 PC 到 机 一 of -一 局，] ，，* + 理 -一 1 
从 而 

| 忆 CreywCD 一 FeD)96)DAzi| 

< 2 17C6)1 1192) 一 YI 14r| 


所 
< 忆 M GE 14nl 一 
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2194. 
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攻 呈 了】 


lim > ,CCED)BD) 一 拓 训 )9( 司 Qt 


Imaz | wrr| 一 省 ?1 


一 曲 ， 《 过 ) 
由 51) 式 和 (2) 式 , 最 后 得 到 


| 7 《DPCT3GET 一 im 〔《E ] DLA， 
证 明 不 连续 的 末 数 : 
Frz) 一 sen| sin 和 | 
于 区 闻 [o,1] 上 可 积分 . 
证 ”首先 注意 ,函数 1z) 一 sgn 


有 界 ,其 不 连续 点 是 
1 1 1 


0 1 六 ?本 


并 且 ,7z) 在 [0,1] 的 任何 部 分 区 间 上 的 振 幅 
届 雪 了。 


任 给 es 之 0. 由 于 F(z) 在 [三 ,1] 上 只 有 有 限 个 间 
断 点 , 故 可 积 . 因此 存在 了 > 0, 使 对 { 读 ,1] 的 任何 分 
法 ,只 要 maxlaz'i| 一 ?就 有 > wsa4r;< 世 .显然 ， 


， 区 
sinm 三 | 在 (0,1] 上 


车 fa C [ 亏 ,1], 则 对 于 [ayp 的 任何 分 法 , 只 要 


i 大 
max | Az0 | 去 外 也 有 eraz 去 蕊 . 


全 全 -一 min{ 二 , 引 ， 现 设 0 一 计 站 < < < 
< 一 2 一 1 是 50,1] 的 满足 max|4r| < 人 


的 任 一 分 法 . 设 ro 所 局 < 扫 Yori， 
有 呈 san < .又 ,显然 


4 十 1 


2 十 司 
>oan<2 袜 an 一 “二 


故 
wan - 2 wan 十 总 wan < 
由 此 可 知 


Ti | 六， 【一心 ) 二 站 


于 是 ,六 zy 在 00,1] 可 积 . 
2195.， 证 明 黎 曼 函 数 
9, 者 工 为 无 理 数 ， 
人 上- = 全 ， 
( 式 中 普及 nn 之 1) 为 互 质 的 整数 ) 在 任何 有 穷 的 区 
间 上 可 积分 . 
证 ”为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 闭 区 间 [0,13( 对 于 一 般 
的 有 限 闭 区 间 [a, 纪 ,可 类 似 地 讨论 之 )， 
命 \ 盖 0 将 区 间 [o,13 分 成 长 度 Azr < 的 若干 部 分 区 
闻 , 取 任 意 的 自然 数 尽 , 将 所 有 的 部 分 区 间 分 成 两 类 ， 
把 包含 分 母 ” 守 立 的 数 ”” 的 区 间 列 入 第 一 类 ,而 把 不 
包含 上 述 数 的 那些 区 闻 列 入 第 二 类 . 对 于 第 一 类 ,由 于 
满足 条 件 = 扫 六 的 数 二 只 有 有 限 个 ,个 数 记 为 上 = kw， 
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213. 
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所 以 第 一 类 区 间 的 个 数 就 不 大 于 了 ,而 它们 长 度 的 总 
和 不 超出 2k4i; 对 于 第 二 类 , 由 于 在 这 些 区 间 内 除 含有 


无 理 数 外 , 仅 能 含 = > N 的 有 理 数 一 ,而 在 这 种 有 理 点 
上 ,中 至 | 一 二 天方, 所 以 ,振幅 w 小 于 方 
这 样 一 来 ,和 数 S war 就 分 成 两 部 分 ,分 别 佑 计 
它们 的 值 , 即 得 
袜 war < 2 十 太 - 
对 于 任意 给 定 的 e> 0, 取 定 一 个 N > 二 ,然后 取 


全 一 1 于 是 , 当 4 < 人 时 , 必 有 
凸 


> wjAri < e， 
= 
.加 -an 一 
所 以 函数 失 z) 在 50,1] 上 可 积分 . 
证 明 函 数 


当 袜 天 0,7(z) 一 二 一 [二 ] 及 Co) = 0， 
于 闭 区 间 50,1] 上 可 积分 ， 
证 “首先 注意 ,函数 AKz) 在 ro,1] 上 有 界 , 其 不 连续 
点 是 


卫 , 工 , 工 ，, 工 ，。 
3， 


并 且 ,7z) 在 [cl 的 任何 部 分 区 间 上 的 振幅 
好 扫 - 二 . 


任 给 = > 0. 由 于 /z) 在 [部 ,1 上 只 有 有 限 个 癌 

断 点 , 故 可 积 ,因此 ,存在 ?> 0, 使 对 [二 ,1] 的 任何 分 

. 法 ,只 要 maxlaxrr| << 纪 就 有 >wwazrr << 瑟 ,显然 ,车 

Cop] C [本 , 则 对 放 Ce, 四 的 任何 分 法 , 只 要 
max|4z;| < 了 ,也 有 > wan 二 ， 

令 和 一 min| 语 , 引 . 现 设 0 一 于 < 攻 入 芭 冯 

co 近 和 一 1 是 0, 1] 的 满足 maxlar| 一 G 的 

任 一 分 法 . 设 xm 科 瑟 < zitrr 由 上 述 , 有 


掉 一】 


人 >， 四: 冯 和 ， < 二 ， 


1 十 1] 3 


吕 , 显 然 人 > ,mA 过 : SAz 扫 - 径 故 
1 一 昌 1 一 心 


下 一 


本 一 上 匠 
Ai -一 ad 十 六 ， 上 全 < 此 。 
1 一 必 1 410 十 1 

于 是 


wan 一 0 


让 0 人 


由 此 可 知 ,jx) 在 [50:17 上 可 积 
2t97， 证 明 迪 里 器 里 函数 
325 


0 者 蒜 为 无 理 数 ， 
XT》 一 


1, 若 工 为 有 理 数 ， 
于 任意 区 间 上 不 可 积分 ， 
证 ”在 任意 区 钵 ca, 妇 的 任何 部 分 区 间 上 均 有 
避 一 


所 以 和 war 一 4 一 。, 它 不 趋 于 零 , 因此 函数 X(z) 在 


工人] 上 不 可 积分 ， 
六 (Fr) 一 SUpJz)y 当 古 二 工 委 2 宙 H1 


证 明 lim| 六 (zaz = | Aczydz 
证 ” 太 (z) 是 不 超过 = 十 1 个 间断 点 的 阶梯 函数 ,因此 
六 (rz) 在 [ae:o 上 可 积分 ,于 是 


| Aeroyaz 一 | reeaz| 

么 | Acer 一 (rzr7| 如 rz 

一 六 | Rez) 一 rr)y|dz 

二 呈 六 odz 一 Saz 一 1 
所- 气 


[ 当 maxlaz| = 二 “一 0 时 ] 
即 
Him| Aczyadz = | Freepaz 
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2199， 证 明 ; 若 函数 Fr)y 于 [e ,区 上 可 积分 , 则 有 连续 函数 
抱 民 各 天 = 一 1 ， 它 ，》 的 叙 列 ,使 


「remaz=- lim | gz?dz， 当 a 过 < 二 所 

证 “将 区 间 上 ,的 作 = 等 分 , 设 分 点 为 
本 

即 zi 一 na 十 二 志 一 Ga 这 一 01 
在 几 z 一 [3 , 交 上 念 的 攻 开 为 过 顺 [ri ， 
Fr 及 [zyrzo 门 的 直线 , 即 当 工 E Ce ， 
zf] 时 ， 令 
全 ( 工 ) -一 人 ) 十 Cr ) _ Cr 7]， 


则 多 (zxz) 是 ra,6 上 的 连续 函数 ,因此 , 它 是 可 积分 的 ， 
若 念 下 Pa 及 "分 别 表 示 国 数 人 xz) 在 

[zt yzrp] 上 的 下 确 界 , 上 确 界 及 棕 幅 , 则 当 上 三 

[Cr 名 zf 时， 

1 (CT < 过) 坟 有 人， 

从 而 

| 季 人 zy 一 | 委 对 ”， 

于 是 , 当 a 委 <c 委 恬 时 ， 


|jreeaz 一 | gz)dz| 
<| | .Fr) 一 狼 (Cz) | dz 
<| | FFCz》 一 锦 (z) | 
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2200. 


了 28 


二 二 | Fr)y 一 外 (z?|dz 
1 一 拉 


< opaxto， 
由 于 zy 在 fa, 的 上 可 积分 , 因 岂 ， 
当 maxlazp| = “一 < -0 时 , 必 有 


oaAzp 一 一 站 . 
;二 1 
由 此 可 知 
| 7copaz 一 iim| (zyazka <Sce 妆 帆 ). 


证 明 : 若 有 界 的 函数 rz 于 闭 区 间 5a 的 上 上 可 积分 ， 
则 其 绝对 值 76z)1 于 各, 的 上 也 可 积分 ,并 且 


| Frzadz| 去 | Lee zx。 
证 对 于 区 间 [Cacemrt] 上 任意 两 点 zt 及 7 局 
17Cz 一 人 Fr 之 | Foz) 一 Fr |， 
所 以 务 数 1 7zrll 在 Crym+ 上 的 振幅 mm” 不 超 
过 帮 z》 在 此 区 闻 土 的 振幅 些 , 因 而 
Su- 生 ; 去 SawAr -一 六 ， 
让 二 必 下 


即 LAzy| 在 避 , 的 上 可 积分 ， 
其 次 ,因为 
一 | 宏和 17FGCz)|， 
所 坟 


- Menplazs| reodzs copiaz， 


33 作 


< 人 ,就 有 wcDan < 一 世 站 (w(P) 表 Crz) 在 [zi， 


+ 上 的 振幅 》 
下 证 对 Ca, 全 的 任何 分 法 ,只 要 max1a4ri| < 仿 ， 
就 有 


袜 w(gCD)az < e、 


事实 上 ， 将 诸 区 间 上 zx zi+i 分 成 两 组 ,第 一 组 是 满足 
二 (站 雪子 的 (其 下 标 以 党 ” 记 之 ) ,第 二 组 是 满足 
oi 六 深 站 的 (下 标 以 “ 记 之 )， 

于 是 ， 


一 第 
= 志 CCD)Azry 十 > mr(8CP)Azrr 


它 
< 2 一 万 之 4r 十 9vazr， 


2 > wCDan 
一 人 or CAr 十 2 )Azrr 
之 Zior 人 CArr 演 Arin， 
于 是 | 
号 wke(P)az 


<20d， 


2204. 


各 


< 一 0 十 0 了 = 
由 此 可 知 , 纸 六 zz 门 在 [re 的 上 可 积 . 
若 本 数 Frz) 及 oz》 可 积分 , 则 函 数 帮 wz)] 是 否 也 
必定 可 积 耸 ? 
解 未 必 , 例如 函数 

人 ， 若 过 一 0， 

7 一 和 葵 工 各， 

及 红 r) 为 黎 间 困 数 (参阅 2195 题 ). 
它们 在 任何 有 穷 的 区 同上 均 可 积 ( 前 者 不 连续 点 仅 为 
原点 一 个 , 且 是 有 界 国 数 , 因 而 是 可 积分 的 ). 

但 JrzI] 一 Xz) 利用 2197 题 的 结果 得 知 它 在 
任何 有 穷 的 区 间 上 不 可 积分 ， 

设 末 数 /zy 于 闭 区 二 [4,.8] 土 可 积分 ,证 明 功 数 
六 ) 有 积分 的 连续 性 , 即 是 说 

im| LFcz 十 页 ) 一 zaz 一 D， 
式 中 [Ca ,6 玫 [4 ,号 ]， 
证 方法 一 : 

不 妨 设 4 近 a 避 过后. 由 于 六 rr 在 [4,5] 可 积 ， 
故 任 给 s 盖 0, 存 在 ? 盖 0, 使 对 [4,B] 的 任何 分 法 ,只 
要 maxz|ar| < ?就 恒 有 

人 ,Ar < 


显然 ,对 [4 ,8 的 任 一 子 区 间 C4, ,B] 的 任何 分 法 ,只 
要 meatz14r, | < 了 ,也 有 


人 raArr <E (1) 
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百 一 少 


今 设 0 一 产 二 人 一 min{ 三 ， 
在 正 整数 = 一 2#()， 司 有 
G 十 【2 一 站 < 乓 二 扫 十 2 下 < 十 (2 十 ]1)< 且 ， 
用 由 表 rr) 在 ra 十 ze 二 + 十 2)8] 上 的 振幅 ， 
则 


十 则 对 于 疡 , 存 


办 
| .Fr 十 五 ) 一 关 z)|dr 


十 苹 H 贞 
过 [站 ”ee+ 有 一 Folar 


性 


17FCz 十 下 一 Frylaz 扫 全 1 


站 说 一 1 


1 n 一 | 1 持 一 】 
-一 到 人 它 oo26 十 之 /oo+t2 


显然 , > ,ws “。 28 是 对 于 区 间 fa,a 十 26 的 分 法 a 二 
4 十 和 状 < 近 ae 十 入 二 < 和 十 2 所 作 的 1) 和 式 中 的 


站 一 | 
和 ,而 之 ,wxs+25 是 对 于 区 间 [e 十 Ac 十 (2m 十 1) 下] 


的 分 法 
4 十 站 <2 十 技 <e 十 5 二 <4 十 (2 十 1) 天 所 
作 的 (1) 式 中 的 和 , 胡 
本 一 下 一 】 
人 > ,epsi28 < 志 + osi12 肉 < 上 
fm 心 了 mm 几 
从 而 
和 E 
je +D 一 zldzr 二 得 十 三 一 上. 


由 此 可 知 


im | ie 十 有 一 zzylder 一 0， 
一 自 十 可 下 


同 理 可 证 
玫 m | er 十 五 ) 一 (rdz 一 0. 
于 是 ,得 
im| ldz 十 下) 一 -rdr 一 人 0 
方法 二 : 


由 2199 题 的 结果 可 人知: 对 于 人 尾 意 给 定 的 se 盖 0, 由 
于 xz 在 [4, 呈 ] 上 可 积 , 故 存在 !54, 呈 ] 上 的 连续 范 
数 oz ， 传 


| | .Fr 一 约 开 ar 二 芝 . 


由 于 红 z) 在 [54,5] 上 一 致 连续 , 故 存 在 人 >>0, 使 
当 开 一 工 | < 仿 [4 , 吾 Jyxr” 生 4, 吾 ]) 时 ,人 恒 有 有 


|) 一 Ma | < 5 一 
于 是 , 当 | 上 | 二 仿 时 ， 
| xcez 十 下 ) 一 FGz)|dz 
委 | cz 十 且 一 红 垃 十 页) |d 
上 | wz 十 各 一 wz)ldz 
+ | Lee 一 玖 EC 
< 引 17Gzy - wz)ldz 


占 
+ | Iwz 十 丰 一 wzylaz 


limj [ez 十 上 一 rz)lar 一 0， 
2205， 设 冰 数 Ar) 于 闭 区 间 [o ,的 上 可 积分 ,证 明 等 式 
| Permaz 一 站 


当 而 且 仅 当 对 属于 闭 区 间 re, 内 函数 FAz) 连续 的 
一 切 点 有 Arzr) 一 0 时 方 成 立 ， 

且 用 反 证 法 = 设 人 在 点 < 连续 ,但 Cn 天 
0, 则 存在 寻 > Dr 一 全 ,To 十 人 于 [aea，g] * 司 当 | 开 一 


ro | 定时 
[Fezy 1 > 莹 Go 
从 而 
出 车 
| Penoazy| PCzyadz ~ 六 Co) .28 
一 一 二 > 0 


这 与 假设 | . 挛 cz)az 一 0 矛盾. 
也 即 要 证 ;rz 在 fe, 的 上 可 积 条 件 下 ,假设 
Arz) 在 一 切 连 续 点 ze 上 均 有 zxo) 一 0, 则 必 有 


| Peeaz 一 曲 . 
证 明 分 两 个 部 分 . 第 一 ,首先 要 指出 当 Arz) 在 


[a ,的 上 可 积 时 ,rz) 的 连续 点 在 Ca ,的 中 必定 是 稠密 
的 . 此 处 所 请 “稠密 ”性 是 指 : 对 于 任意 区 同 fay* 有 站 筷 
[a, 交 总 存在 一 点 ro E Ka, 拉 ,使 Fz) 在 xm 连续. 第 
二 ,利用 假设 ,并 借助 于 简 密 性 ,可 证 得 充分 性 . 现在 
先 证 第 二 部 分 ,如 下 :由 .rz) 在 Ce, 的 上 的 全 体 连 续 
点 到 的 箱 密 性 以 及 当 癌 二 时 有 -zxzo 一 0 的 假设 . 
便 知 , 对 于 区 间 [a,b3 的 任 一 分 法 , 均 可 适当 地 取 所 
as Air 使 -5) 一 人 0 从 而 积分 和 > 产 ( 训 )Az 一 昌 . 
由 过 ,再 注意 到 产 (z)y 在 必 , 交 的 可 积 性 ， 便 
有 
| Perar = im Ze )Azr = 0. 

杂 今 再 补 证 第 一 部 分 :应 当 首 先 指 明 , 若 .Fz) 在 
re* 的 上 可 积 , 则 对 任 给 的 = 盖 0, 总 存在 fa,p] 的 子 区 
加 Ce ,六 ] 使 得 振 橘 

ed ) 褒 ) 后 
事实 上 ,如果 上 述 结 论 不 成 立 , 则 存在 一 个 嫩 > 演 0, 司 
之 ,om4a 之 co 之 ,az 一 名 (一 ay 0 
这 与 Ar) 在 Ce,00 可 积 耶 盾 , 因 此 ,结论 为 真 . 


今 取 [a,P] 为 Cai ,5 由 于 zx) 在 fw 十 生 二 2 
5 一 一 
久 一 二 二 全] 上 可 积 ， 故 存 在 区 闻 [e: ,总 ] C[w 十 和 二 和， 


几 ; 一 刀 ] 
上 -二 jcCfCo， + 加] + 怀 


引 35 


好 ， 帮 ] < 工 和 


2 
情 
同样, 存在 区 间 fa:,6 C [oa 十 血 二 2 本 , 瑟 : 一 一 
[es ya 使 
Ga 可 ] < 村 
这 样 继续 下 去 ,得 一 串 闭 区 间 [Ca, 吕 (一 1 2 3，……)》， 
满足 


一 上 二 二 一 


下， 并 且 饭 一 辣 ， < ] “一 Ooras,89 二 二 (一 1,2， 


3，…) 
由 区 间 套 定理 ,请 Ga, 名 具有 唯一 的 公共 点 c. 显然 a 
< 于 3 下 证 rz 在 点 “上 和 连 
续 . 

任 纵 s> 0, 取 正 整数 mm 使 > 一 , 再 取 人 > 0 使 
(ec 一 人 CC 十 站 Ca 于 是 , 当 | 袜 一 c| < 人 3 时， 
必 有 

Ma 一 Ac)1 迄 orasp 二 了 < 反 e 
故 六 t+) 在 点 工 一 < 连续 . 到 此 ,充分 性 证 毕 . 


3 2， 利 用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 


而 且 连 续 ， FCz) 为 它 的 原 虽 数 ( 旭 F xz) 一 扩 z))， 则 
336 


上 重 


由 
| rpaz = Fo -Fo 一 Cr) 。 


定 积分 | Fanaz 的 及 何 意 电 
表示 由 曲线 ?一 .rz)vOX 轴 及 垂直 
于 加 X 轴 的 二 直线 工 一 4 和 半 一 也 四 
者 所 围 成 的 代数 面积 汪 ( 图 4. 1》、 

2” 部 分 积分 法 ”车 苹 数 大 7) 


和 8Stz) 于 闭 区 间 k0a,2 上 过 续 并 有 
连续 导数 产 4z) 和 BCzl, 则 


种 
| 了 (ECG 一 


站 [ 工 3 吕 ( 工 ] 一 | gen 【 王 了 三 工 。 图 4, 1 


3 变数 代 换 ” 若 :(1) 冰 数 Fz) 于 闭 区 间 co, 所 内 连续 ,(2) 枉 数 
从 曲 及 其 导数 久 fc 尼 于 闭 区 间 fe 多 上 连续 ,其 中 一 红 o) 光 一 红 站 4 
《3) 复合 函数 7CsxE] 于 闭 区 间 5ay 8 上 有 定义 并 过 续 , 则 


站 
| Arenaz 一 | 了 TPTED 人 人) 


利用 和 牛 频 一 莱 布 尼 兹 公式 , 求 下 列 定 积分 并 绘 出 对 应 的 
曲 边 图 形 面积 : 


2206. | ydz 
解 | lf 二 友 一 了 


一 11 本 《图 4. 2)， 


日 


2207. | si > cr 


* 本 节 个 别 题 基 收藏 的 广 祥 积分 , 仍 按 此 会 式 计 算 , 一 辐 解 编者 注 . 
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解 |sinzaz = 一 cosz| 一 2 《图 4.3)， 
笑 和 


2209， 太 -一 


下 
解 | ， - 一 一 arCestm z| 一 二 《图 4. 57》. 


了 38 


一 一 -二 图 二 31)， 


291T 人 
注 区 下 图 形 从 略 . 
2 三 人 工 
2213. | 一 宅 
《人 < 
了 和 
解 |， 1 EC 如 全 
_ 三 工 
ol 十 seosz 
号 
十 一 安 图 48 


r 十 ECDS 站 
-站 der 
nm 上 十 EcoDs 交 =1 十 Eveosf2m 一 你 》 
人 你 
0 1 十 Ecos 工 
民工 = 二 全 
让 二 
三 二 二 研 代 


1 十 Ecogs 蒜 0 一 上 eeos 克 


| 

[3 
人 
| 下 | 到 


| 
必 3 
一 
局 写 ss 


__ 吉 补 
本 二 0 了 一 ECOSE 人 
加 二 d 
0 《1 一 全 ?es 十 SInzyr 
=- 直 人 人 人 全 
0 ft 故人 十 《1 一 6) 
. 业 直 吕 全 
一 1m 一 -一 arcet 1 -各 -| 
rz 一 后 和 vY 1 一 纪 
一 ”本 . 克 -”_ 2 
w1 一 名 “ ] 一 和 
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! 委 工 
_ -~ -一 (al < 一 1， 
2 | ww 一 22yz 十 att1l 一 26r 十 六) 


| 五 | < 让， 如 下 人 > 全 )， 
解 在 会 式 


| 三 二 
wz 十 瑟 玉 十 忆 
1 Imlaz 十 瑟 十 v 育 。vVTEE 二 BC 二 | 


7 本 
十 伍 ”， 
中 , 设 
网 和 十 吾 二 十 台 一 (一 2 十 af 一 251 十 琵 )， 
两 端 求 导 数 得 
刀 工 十 三 一 一 上 1 一 26t 十 4 一 妈 1 一 26r 十 上 天 1 


由 此 推 得 , 当 工 一 时 ,在 对 数 符 号 下 的 表达 式 的 值 为 

一 al 一 2 一 在 (1 一 aa 十 2 wa5fl 一 al 一 号 ) 
一 一 (wa 一 YYB3NCL 十 Yap)z 

而 当 x = 一 1 时 ,得 到 值 一 (va 一 vvpDtl 一 

wa )2， 


| 他 工 
-1 YE 一 3 十 afl 一 中 十 开 ) 
一 一 -| 1 十 vab 
wiip 1 一 Vo 
xx )》 利用 1850 题 的 结果 ， 


2215. 人 ear ( 吧 藉 0 


好 32r 十 Cos 
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22150， 


342 


如 站 二 


0 人 281n2z 十 站 cos3 工 


1 芭 2 和 二 ] 并 
一 可 8， 一 36 
<》 利用 2030 题 的 结果 . 
设 
1 过 六 2 SEC 和 全 你 
《a? 1 (6) | 2 十 tg2z: 
1 既 】 
{B] | atc 老人 zz 


说 明 为 甚么 运用 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 会 得 到 不 正确 
的 结果 . 
解 《a) 若 应 用 公式 得 


1 cr 1 加 
| 至 - 二 | -= < 0。 


这 是 不 正确 的 . 事实 上 ,由 于 函数 Ax) 一 总 >>0, 所 以 


当 积 分 存在 时 ,其 值 必 大 于 和 零 . 原因 在 于 该 函数 在 区 间 
[一 1,1] 上 有 第 二 类 闻 断 点 一 0. 因而 木 能 运用 公 
式 . 

《6) 知 应 用 会 式 得 


上 0 
0 2 十 ttg 


立 可 


骨 


一 - 广 are eg| 党 


但 es SS- > 0, 故 积分 若 存在 , 必 为 正 . 原因 在 于 原 
函数 在 [0,2r] 上 z 一 于,z = 学 为 第 一 类 不 连续 点 ， 


22<17 


故 和 不 能 直接 运用 公式 ， 
(B) 香 应 用 公式 得 
| 到 | ar Tt 名 过 ] dz 
= arctg 寺 | = 导 > 0 
这 是 不 正确 的 ,因为 所 ac te 工 | = 一 i < 0 


所 以 ,积分 值 必 为 负 . 原因 在 于 原 函数 arc te 二 在 过 一 
0 为 第 一 类 不 连续 点 , 故 不 能 直接 运用 公式 . 


] 过 了 
求 | 芝 | -二 | 


解 我们 有 
虽 志 到 
芝 
加 本 ee e+ 站 天 | 计 于 jw 
-1 | + 一 上 一 | 于 
1 十 2 1- 1 3 


注意 ,被 积 函 数 乞 = 但 易 


1 
1 
和 lim 蔷 | 二 二 | = 9, 故 < = 0 是 可 去 间断 点 , 若 我 


们 补充 定义 被 积 函 数 在 zx 一 0 时 的 值 为 0, 则 被 积 晒 
和 土 都 是 连续 的 从 而 积分 


各 | 这] ae 存在 .以 后 ,凡是 被 积 函数 有 可 去 


间断 点 的 情形 ,我 们 都 按 此 法 处 理 , 理 解 为 连续 函数 的 
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2218. 


2219. 


中 4 


lim| 京 十 总 十 当 十 
同一 = 民 忆 陡 捍 


积分 ,另外 ， 


ee 
眶 -- _- 
-1 dz 1 十 2= 1 十 2*+*1- 3 
应 理解 为 
"” 二 1 . -? 过 [ 
人 一 二 | 一 一 一 | 
全 ,如 二 于 二 J “中 训 
一 ]irmn 1 工 
tl 十 2zl-1 13 


以 后 , 玫 是 定 积分 存在 而 原 函 数 有 间 断 点 的 情况 ,都 按 
此 理解 ,省 去 取 极 限 的 式 子 ,但 应 理解 为 取 极 限 的 结 
用 


】 遇 心 正 
求 vv] 一 cos2 地 训 
心 
了 站 站 二 
解 | 1 一 COgs 立 王 本 工 
内 


开 
AS1n2 人 他人 
中 3 可 
TD 站 
一 > | W S1HM 全 但 福 
二 一】 必 


一 100 .2 jsinzaz 一 200 vw 之 . 
东 


利用 定 积 分 求 下 列 和 的 极限 值 : 
了] 姑 一】 
二 
解 这 是 和 的 极限 ,该 极 独 即 为 函数 乒 z) 一 工 在 区 
闻 [0,13 土 的 定 积 分 .事实 上 ,函数 Frz) = 二 在 50,1] 
上 是 连续 的 ,因而 可 称 分 . 这 样 便 可 将 60,1]m 等 份 ,并 
取 握 为 牛 区 间 的 在 端 点 ,这 样 作 出 的 和 的 极限 就 是 题 
中 所 要 求 的 极 根 . 于 是 ， 


lim| 京 十 十 二 
下 一 直 ; 1 ) 1 
-到 二 下 za 一 二 
以 下 各 题 不 再 说 明 . 
inf 1 二 1 1 
2220 im| 证 二 瑟 十 全 十 有 
， 一 ] n ] 1 
解 2 
= | 1 ， 
十 六 < 一 nz 
开 | 
“和 6m| 二 二 二 十 十 关 二 有 
解 lm 之 zi 十 扩 
。 ] 1 
一 im 2 
坟 
人 工 开 
一 , 工 工 二 dz 了 


. 1r. . 
2222. im 二 [sin 开 十 Sln 径 十 … 十 sin 《 闻 Lax] 
] 
解 ]im ， 了 sin 一 一 | sinrzadz 
一 一 坟 cosxz| 一 友 . 
开 由 和 


声 户 网 户 
-> 0). 


引 45 


2224. Jim 寺 | + 工夫 二 二 十 


解 im > 二 Te 
一 二 (2 vv 2 一 1)， 


2225，lim 之 2 
和 解 由 于 


lmmln 


诗 一 和 Ce 


一 lim 一 [人 DO 一 ?lnia ] 


所 一 赤 mr 


一 lim Yin - 二 .了 - = 上 | nd 


光 m1 
天 


杂 站 
站 一" 汪 天 


ff 一 | 


一 lim Tazxdx 


站 一 十 必 w 站 
一 下 m ztinz 一 0) | 一 一 1， 
有 从 而 
limm 1 一 er 一 工 
neo 拓 e 


* ) 参看 后 面 2388 题 ， 
2226 全 人 


习作 e+] 


年 
三 Fe 十 避 一 GojrJdz 一 | 了 KTCGT， 
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弃 掉 高 阶 同等 无 穷 小 , 求 下 列 和 的 极限 值 : 
2227， lim[| 1 十 二 jsin 吾 十 1 十 二 jsin 经 


如 一 1 ， 芯 扯 一 下 2) 开 
十 十 [1 js 党 】]， 
解 由 于 对 于 一 切 二 近 am 3 < 过 天 有 


0 过 短 一 sin 妇 ti 姑 -sin 好 
持 ” 天 天 全 
天 雹 此 开 
所 到 至 [1 一 cos 过 | 
， 昌江 
simn 75 
三 你 | 1 一 cos 次 
七 介 呈 一 
拉 
< cos 工 | 
从而， 
0 所 1 十 和 过 [至 一 sm 短 
| 拉 评 


< 吕 |1+ 直 一 cos 三 


是 吧 1 


迄 2z| 1 一 “Cos 三 | 一 oo 一 二 co) 


于 是 ， 
x# 一 ] 
im [1 十 冯 si 好 一 im 习 |1+ 夫 加 襄 
| = 
和 一 
右 更 ， 本 开 
一 Im 2 1 十 交 ] 二 一 Sn 8 


2 二 
一 mn 了 习 [ 笃 十 嫩 


旺 王 人 省 挫 开 
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一 | rcz 十 和 -一 二 
丰 
上 


DO0O8，1litmsin 二 -。 -一 一 
2 十 cos 秋 


解 由 于 
sin 二 一 二 (] 十 双 )， 
对 
和 臣 中 1nax。 一 站， 
于 是 ， 
， ， 砚 民 ] 
limsin 一 汪 ， 一 


1 2 十 cos 各 
一 limte1l 十 oo) 元 之， 人 
4 二 03 


马 开 S 1 天 元 


nr 下 2 二 cos 妈 “imtl 十 %) 


==|. rz 一 2 瑟 十 妃 蕊 痉 吧 也 
9 十 CDS 克 人 3 本 ， 
一 _ 二 
委 
《全 十 下 3 -二 二 十 1 
2229、lim 和 -一 一 一 一 一 >>0) 
解 ”由 计 


3438 


1 


2232. 
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码 作 ， 

气 | Sm red 一 Sn 
求 : (ay 去 | wTE 十 纺 c 人 3 

呈 浊 六 
《三 地 _ 咯 
好 二 了 六 1 十 了 7 

《By 肥 | ees CT 

证 in 


解 《ay) 到 | ww 十 在 二 
< 二 


关 


2233. 求 : 


| 


咏 [ 太 
(本 | 1 十 上 上坟 人 


一 2zrewv1l 十 并 


过 「 dt 
ax.o vIT 王 二 


至 [ < 必 + 站 二 
dzjJs wwT 干 下 drye ww 十 列 


过 1 


一 一 《Ta3)》 辐 2 一 -一 一 - 
好 dz )J。 vVIT 干 看 


di 


-时 Te 六- 
dev 


写 工 加 2 
1 十 工作 十 三 


瑟 思 中- 工 
一 一 CDSY ITEE Te 
二 江 号 in 工 


自 
一 | COS 【了 Te 


十 | cos(rtzdtt 
区 6 
sim ET 三 | 
全 江 tf(sStn 二 Jo 
全 (eas 区) 。 这 | 
二 裤 可 ecos 工 )J 


CDST FTE 


让 局 上 工 


十 COsT Tt Tc 


一 一 《ODS 和 COST TSinzdr) 


一 Sin 和 CGOSTFCOS2 人 


== 【有 玉 一 CS 不 3。 性 口 人 何 Si 


ecOSsY COS3T) 一 COST 一 和 TS192 人) 


一 一 《COSTSImY 二 >》。 
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| ees 人 | re ft 名 二 ?2 人 区 
自 


" 。 Jo ， 
(a7》 im 工 《6) im = 
人 
fB) ]inm 一 -六 - 
用 -全 十 cr | 人 
省 
| ees 2 
解 (ka lim 一 一 limveos zs 一 1; 
下 十 下 
: 
67 lim jere teaz 一 mm 《arc {t 如 于 ) 
的 Tt 十 1 了 一 十 co 芷 
1 十 人 浆 
并 人 
一 本 ; 
也 
《s) nm 人 - 
十 和 je 
已 
2 ja 2 ce 过 了 
一 lm 了 一 lim 9 
下 一 十 = 2 起 ez 
一 lim 2e” 
二 
一 iim 二 一 
xz 一 +eo 半 
22344. 证 明 
当 , 定 一 和 时 中 ea Le 元 e 
证 ”由 于 
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2235. 


223. 


lim 一 lm 一 一 -一 一 1， 


工 一 ] 工 一 Den 了 


求 : 
全 vBEREdx 
im ve 一， 
1 3S 用 工 全 工 
由 
苹 mw Ed 
解 lim ra 
| ww Sim 好 并 
ny w t 攻 (SID 巧 ?CS1D 和 7 
一 +0 wsSingtgrJttETyi | 
一 1i t 俐 (sinz) sin ， TtgE 
0 SI 全 tgz SinCtgr) 
*。， 1imecosixz 一 |， 
本 十 十 息 
设 f(z) 为 连续 正 值 函数 ,证 明 当 z > 0 时 ,函数 
| reod 
Kz) 一 下 一 一 一 
| rod 
站 
增加 ， 


证 首先 注意 , im 8(x) 一 lim 2 一 0, 故 若 规定 


B0) 一 0, 则 pz) 是 过 闻 有 上 的 连续 函数 另外 ， 
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1 ro 
oz) 一 FF Hz)| 7 (yd 


一 Hz arc )c | 


-一 | 一 说 Apd 
(| repaa “ 
所 以 ,wz) 当 >z 关 0 时 是 增加 的 . 
2237.。 求 
2 _ 加 xz ， 当 总 <: 拒 挟 - 1， 
〔a) | rerpar, 设 Fa 一 全 ] 一 二 2 
， + 当 站 扫 工 委 
《后 ) free ] 一 工 


工 一 上 


， 当 上 去 大 扫 - 1 


解 (ay》 | eraz 一 | zaz 十 | ez 一 补 T 
也 ] 


了 
石 “ 
L 由 1 ] 一 开 
《6] | reeydz= | zar+ 二 工 
让 0 工 一 
一 二 
呈 “ 


2238， 计 算 下 列 积分 并 把 它们 当 作 参数 “的 函数 作出 积分 
7 一 7(o) 的 图 形 . 设 : 
(ay 了 一 | ziz 一 妇 | 本 
“ sint 工 
(5 
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志 1mn 工 他 全 


re) 了 一 SC 
bo wp] 一 2acosd 十 人 
甫 (ay》 分 三 种 情况 : 


1 若 a<<0, 网 
了 一 | zc 一 在] 过 大 =- 亏 一 全 
2” 若 >1, 则 
人 _ aa 1. 
了 一 | zce 工 ) 公 和 一 7 3 


3” 若 DSSceass1 ， 则 
了 一 | zc 一 工 dr 十 ] zc 一 安村 工 


-3 
于 是 ， 
于 一 立 , 当 a<0， 
zlz -sldz 一 4 与 一 号 + 二, 当 o<eo<1， 
对 一 于, 当 e>1 图 (4.9)》. 
《6)》 分 两 种 情况 ， 
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1” 若 |e| 委 1, 则 


w“ 号 1 二 
-snz dz 
一 ,二 2cosz 十 丈 23 
1 六 ef 一 cos rd 
4 旺 J (1 十 至) 十 2acosz 


_ 工 | [1 十 好 间 一 datcoszz] 十 [4a8 一 《1 十 中 2 7 
0 《1] 十 妇 )》 十 2acos 


开 nm 立 
= 二 | ca 十 叶 》 一 2nacos]G 一 全 
以 工 ， 
nfl 十 喀 )》 十 2acos7 
一 马 二 人 一 人 


CC] 十 拓 ) 交 一 2asinm 


。 ea 。 1 十 过 一 2e 
1 二 总 serg| 二 < 1 二 十 光 tg ,3 


《1 十 只 ) 二 人 1 一下) 下 堪 
本 4 2 
2 若 |z|> 全 1, 则 同上 述 情 蚁 类 似 有 
《1 十 吧 ) 竺 一 二 


和 
2 /十 乞 一 2 29tg 引 | 
1 十 开 十 25 必 


上 Ce 人 一 了) 并 
十 三 二 


了 一 


| 号 in 人 
0 十 -2acosr 十 好 
35 咎 


柱 , 当 |]c| 达 1 
一 《图 4.10) 


5 : 当 ia|>>1， 


# ) 利 用 2028 题 (ay 的 结果 . 


S1 用 工作 父 
KB | 一 一 一 一 一 一- 一 一 一 
0 ww 1 一 2acos 交 十 人 


一 工 站 1 十 姑 一 2rcoas 交 
实 自 
全 1e 委 1， 


《图 4. 17 
辣 , 当 lal>1 图 


鲍 4. 10 刹 4.11 
利用 部 分 积分 法 的 公式 , 求 于 列 定 积 分 ， 
2039. | az 。 


th Iaz 
解 上 Te du 一 一 | Ce) 
息 


]Jn 衬 上 om 
十 | oz 
必 所 


一 下 


一 一 -3 


[hn 


一 一 一 大 一 让 
2 和 


起 


357 


了 工 工 - 工 | 
7224 | zsinzaz 。 
心 
解 zsinzaz 一 一 汪 COS 直 
必 


b 
2241. | TeOSretr ， 


好 醒 
十 | Cos 一 元 
必 必 


全 时 
解 | ensdetr 一 Sin 
用 


z 了 可 
-一 儿 | STILL 
总 心 


2 
一 | coszrdz| 


? 站 呈 工 
骨 出 


一 = 十 区 . 


2242+，| llgzlaz， 
解 |,llgrldz 
一 | 一 lgzr)adz 十 | gzaz 
= [一 zlgz|) + 作 吉 dz] +agz|， 


| 1 
| 有 104zx 
-zi-1 
已 
2243. | arecosrdz 。 
- 让 


]ge. 


] 
解 | aTrCCOS 人 7 
履 


] 一世 
。 二 
一 im 


一 一 一 一 以 和 
二 w LE 一 3 


1 
一 十 工 位 人 个 生 汪 
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解 设 : 一 二 ,出 
| 一 一 天 一 一- 
"人 (十 1》v 十 工 
= | c 
+ v22 一 下 十 1 
一 记 mL2 一 1 vZ2 一 232) 


-| 


1 十 2 ] 7 十 7 2 
本 v 训 ” 1 十 5 2 


1 1 9 二 4 交 2 
vv 了 7 了 
2248， | ”v 二 二 idz. 

解 设 vc 后 一 1 一 纪 则 


Ia 
we 一 


1 1 罗 
一 n 十 本 一 双 引 一 起 rctRz) ,一 2 一 误 


卫 “ 
忆 工 信号 1 位 
2249， 上 2 d 


解 设 ”z 一 !, 则 


1 3tesinn atrcsin w 
9 巡 光一 区 


arcsint | ， 1 了 
一 2 -ec 一 (arcslng 7) 一 本 
心 


2250. 很 设 zx 一 过 一 人 
1 


1 


| L 二 研 dx 。 


解 “ 出 于 被 积 员 数 是 偶 函 数 ,于 是 ， 
广 
=-? | 二 十 的 dz 一 Lim ?| 5 2 
. | 
一 im 2 arct 帮 本 一 


2251.， 设 : 
《ay》 | 夺 一 了 


1 研 工 四 


《 ) | dz 四 
所 ,了 工 干 S *# 二 撕 工 一 了 
说 明 为 甚么 用 兴 蕊 代 换 会 引致 不 正确 的 结果 . 


解 () | dz =-2. 但 若 作 代 换 : 一 z 蔡 , 则 得 
| -az 一 士 | aa 一 0. 
其 错误 在 于 代 换 :一雄 的 反 函 数 z 一 土 经 不 是 单 值 的 . 
(6) | 2 一 arctgz| ,一 到 .但 若 作 代 换 x 
= 二 , 则 得 


1 
| 5 上 ， 


3 


其 错误 在 于 = 二, 当 t 一 0(0 属于 [一 1,12? 时 不 连 
续 ， 
(| 于 大 于 零 ,但 若 作 代 换 上 一 tgz， 
出 得 
站 - 帮 wecvaeo|- 
,江干 si 过 一 arctE 2 ft 有) ,一 小 
其 错误 在 于 :一 tgz 在 z 一 过 处 不 连续 ， 
2252， 在 积分 
| = 必 1 一 下 cz 
中 , 令 一 sint 是 否 可 以 ? 
和 解 ”不 可 以 ,因为 sinr 一 z 不 可 能 大 于 1. 
2253， 计 积分 | YI 一 Pdz 中 , 当 作 变 数 的 代 换 一 sint 


时 ,可 和 否 取 数 = 和 六 作为 新 的 上 下 限 ? 


解 ” 可 以 .因为 满足 定 积分 换 元 的 条 件 . 
事实 上 ， 


4 可 
| ww 一 下 人 一 站 w1 一 Sinc(sinty 
心 机 


一 全 Ecosz |ecostedt 一 一 | ossea 
Sn 人 2 四 
2 和 本 


2254， 证 明 ,; 若 函数 六 zz) 于 闭 区 间 Ca ,的 内 有 连续, 则 
| czaz 一 《下 一 到 》 | Free 十 { 一 此) ， 
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证 设 了 一 a 十 司 一 at 则 dr 一 【《 一 字 ]x， 
代 人 得 
| rcnoax 一 《太一 在) | 十 (和 一 Gect ， 
印 
直 
| ropaz 一 《太一 》 | xca 十 ( 理 一 如 Jr 
2255， 证 明 : 等 式 
| Aero?az 一 冯 | 下定， 
证 设 z 一 :上 ，, 刚 
| Aeropaz 
好 
2 


一 「 全 (GD 。 一 忆 [ex Cd 
即 
| 7 Cr2)dtz 一 总 「『 > (zaz . 
2256， 设 jz)? 为 团 区 间 [4 ,的 二 Ca, 的 上 的 连续 四 数 , 当 
六 一 a<< 工 切 召 一 必 时 , 求 哇 | re 十 ?dy ， 
解 爷 | re 十 3Ddy 
= 乞 | 一 ropay 一 5 十 z) 一 ra 十 z). 
2257. 证 明 : 若 函数 Fr) 于 闭 区 间 [00.1] 上 连续 , 则 
Ga) Frsinzjdz 一 [「 ecoszydz 
(6) | =7cinzryaz 一 立 | esinzyadz . 


303 


2258， 


364 


证 (ay) 设 太 一 :一 了, 则 zz 一 一 必 , 且 
FSin 开 7 一 (ecosE》， 
代入 得 


| Acsinzyaz 一 一 | .rceoss Jecte 
9 闻 


一 | Fecesoez ， 

即 
| Ginzyaz 一 | ccoszyaz 
6) 设 < 一 上 一 x 则 dz 一 一 起 , 且 


六 Sin 一 (《T 一 tsinty》。 

代入 得 
| =rGinzyaz 一 一 | e 一 了 7 FSinmg7dtt 

一 兢 | ceinpd -一 | rcinp?a 4 
即 

| =7csinzyac 一 六 | einzyaz ， 
证 明 : 兰 函数 六 xz) 于 闭 区 间 [ 一 2 上 连续 , 则 
《1 若 萎 数 rz) 为 偶 函 数 时 ， 


| readz= ?| 7(z)adzi 
《2) 若 末 数 jz) 为 奇 函 数 时 ， 
| 7 《和 ?过 一 昌 . 
给 出 这 些 事实 的 几何 解 二 . 


证 《1) 由 于 rz) 为 个 函数 , 即 7Fz) 一 太一 并 
(六 E[ 一 0 门 ). 于 是 设 二 三 一 忆 则 有 


| 一 | ee?az 十 | czaz 
一 一 | 一 站 (一 交 ) 十 | 人 
一 性 
让 
一 一 | 7 (cr 十 | 《区 


一 | > (ye 十 | (zydzzr 一 ?| 7/ 《7)C 六 . 
其 几何 解释 如 下 : 

由 于 Fr) 一 太一 
xz), 故 图 形 关 于 Oy 轴 
对 称 . 于 是 由 曲线 > 一 
rz ,直线 王 一 及 工 
一 :所 围 成 图 形 的 面积 
为 由 曲线 了 一 fxz)， 直 
线 工 王 0 及 工 =! 所 围 
成 的 图 形 的 面积 $ 的 两 
倍 ( 图 4. 127)， 

《2 由 于 .ffz) 一 一 拓 一 了 设 工 一 一 习 则 


| rear 


图 4.12 


= 一 | Ar- Daz+| renopaz 


一 | 7 (td 十 | 7 (zez 一 0. 
其 几何 解释 如 下 : 


由 于 xz) 一 一 扰 一 z)， 故 图 形 关 于 原点 对 称 . 于 是 
365 


209， 


号 司 


由 一 到 0 之 间 所 
围 之 面积 ,与 由 
到 ! 之 间 所 围 成 之 
面积 绝对 值 相 等 ， 
符号 相反 , 故 其 面 
积 的 代数 和 为 零 
(图 4. 13)， 

证 明 ; 偶 函数 的 原 
晒 数 中 之 一 个 为 
奇 困 数 ,而 奇 函 数 图 4. 13 

的 一 切 原 函数 千 为 偶 函 数 . 

证 设 Ar)y 在 [一 六 门 上 定义, 且 产 (z) 是 .Ar 的 
一 个 原 函 数 , 当 产 一 z) 一 -zxz) 时 ,由 于 


Fear) = 爷 -PCz) 及 rz) 一 一 交 ( 一 工 )， 


页 有 和 仑 CPCz) 十 天 (一 了 ) = 0. 从 而 可 得 
天 () 十 下 (一 工 ) 一 上 且 上 加 二 200)， 
于 是 ,六 rz) 有 一 个 原 函 数 已 (z) 一 下 (0) 是 奇 函 数 . 
当 天 一 z) 一 一 zz) 时 ,类 似 地 可 得 
(zz) 一 下 ( 一 zx) 一 避 且 CC = 
于 是 , 尼 ( 一 2 一 下 人 z), 即 Fz) 的 任 一 原 函 数 恶人 
十 Cec 为 任意 常数 ) 也 为 个 函数 . 
< 如果 xz) 在 [一 声 刀 上 可 积 , 则 由 


六 一 | repd 十 己 民 是 任意 常 孝 ) 
也 可 获 证 ,其 中 尼 (Cr) 为 -rzr) 的 全 部 原画 数 . 


2260， 引 入 新 变数 
ft 一定 十 过- 


来 计算 积分 | [1 十 工 一 雯 


上 
可 了 十 下 过 工 ， 


解 ” 设 := 十 过, 则 


2 4 一 [< 一 上 | ,= 一 二 G 十 .一 4. 


2 
于 是 ， 
2 工 1 1 
ja+z 一 邯 尼 研 寺 
=| 4 十 之 一 二 ersaz 


十 |， E 十 一 过]er3az 
和 


开 
= | + VE 一 cd[ 卫 (e+ VE 二 3] 
+ 人 aa -vvE= 人 ed 二 (一 Y 本 一 本 
这 


工作 :一 E -二 一 
一 二 | (1 十 v 本 一 本 el 十 LT ( 
5 
工作 [1 天] 
| 41 ww 4 和) 人 让 c 


_ 记 [ v 生 一 4 十 -天 到 
一 人 v 王 一 4d(eD) 十 ed vv 在 一 4 
一 CFane 人 一 三 叶 
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2zbji. 


2262. 


36 避 


于 积分 

| Aczoeosrdz 
中 实行 变数 代 换 sinz 一 二 
解 | 7 ( 工 )cosyGt 工 


一 | ezoeoszrax 十 | ; 7 二)JCOSTCE 


十 下 (Jeosez 十 |。 CDOS 天 (区 。 


在 右 端的 第 一 个 积分 中 ， 设 sinz 一 如 第 二 .第 三 个 积 
分 中 , 设 sincCr 一 2) 一 恒 第 四 个 积分 中 , 设 sin(2r 
一 一 一 t, 代 入 得 


立 可 
| (COS 评 人工 
1 
一 [| [AKCarcsint) 一 7 一 arcsinty]e 研 


力 
十 | [7C2r 十 arcesint) 一 Fr 一 arcsing 四 cr， 


计算 积分 
了 

| [eeslnm 二 | ) 好 
式 中 * 为 自然 数 . 
、 。 1 1 、， sint 一] 、 
证 [cos m 去 有 一 2 设 z 一 er 
则 dr 一 一 en) 一 2 一 esimnt， 
代入 得 


j- 


1 1 2 
[ecs ln 二 有 zz= |sinz | 


2269. 


2206. 


37 昌 


证 明 : 若 .Frz) 为 定义 在 一 ce < 工 所 十 co 而 周期 为 了 
的 连续 的 周期 冰 数 , 则 
广 Amaz = | Fenpaz 

式 中 < 为 任意 的 数 ， 
证 | Aeroaz 

=- | readaz+ | rear Feedz 
对 上 述 等 式 右 端 的 第 三 个 积分 , 设 了 一 了 = 已 则 

全 7 (rdz 一 re 十 了 本 一 本 人 td 
于 是 ， 

| Aceoazr = | aaz 
证 明 ， 当 = 为 奇数 时 , 夯 数 
天 (zy 一 | sinzaz 及 G(z) 一 | soszaz 


为 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ;而 当 ”= 为 偶数 时 , 则 其 中 
的 任何 一 个 为 线性 函数 与 周期 函数 的 和 . 

证 ” 当 半 为 奇数 时 ,sin'x 是 末 函 数 : 而 且 是 以 2 为 周 
期 的 函数 . 于 是 ， 


“ 三 中 了 可 
下 7 十 2FT 一 | Sn” 各 tt 工 
U 
芋 杂 ， 十 工 
一 | sim.rcy 十 | SmneeE 二 
站 3 
一 | sm 《TFT 一 关 dT 十 | sinzaz 
一 矶 必 


一 站 十 | sinzaz 一 站 《1 


下 
立 
Gez 十 2z) 一 CCz) + | cosezrdz 
必 


一 《7 十 ] coszaz 十 | coszaz 


一 全 (人 ) 十 | sos"zaz 十 | cos 十 志 ]} 革 位 

一 人 trDJ， 
从 而 得 知 :PCz) 和 CCzr) 都 是 以 2x 为 周期 的 周期 函 
数 , 当 ”为 个 数 时 ,显然 有 


宇 本 
下 (十 273 一 下 (Czry 十 | 人 1” rt 区 
心 


人 (fr 十 3 一 与 (Cr) 十 | ecoszaz 
由 
但 国 


卫 严 公开 
| sintredr 一 | POST 一 人 
让 


自 


所 以 ,PFCzy CCz) 都 不 是 2x 为 周期 的 周期 函数 . 
设 


时 
了 一 了 八字 ) 一 7 元 


唱 | 
瑞 (rzr 十 2r) 一 严 (z 十 2r) 一 2 十 :2r) 
十 


一 (zz) 十 4 一 项 一 4 


一 严 (z) 一 2 一 严 ( 工 ). 
即 己 trr 是 以 2 为 周期 的 函数 ,而 
Et) 一 开 (7 十 污 ， 
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所 以 ,PKz) 为 周期 函数 与 线性 函数 之 和 . 
同 理 , 可 以 证 明 G(z) 也 是 周期 函数 与 线性 函数 之 和 . 
2267， 证 明 :函数 


天 cz) 一 站 crydz 


〈 式 中 81z) 为 具 周 期 了 的 连续 的 周期 画 数 ) 在 一 般 的 
情形 下 是 线性 函数 与 周期 函数 之 和 ， 


证 因为 玉 Cr) = | Fryedz 所 以 


Fr 十 7) 一 FGz) = Ar)dz 
艾 因 Ar 是 一 周期 为 工 的 连续 函数 ,所 以 
三 > (Cdx = | ”7 (zr)dz 一 天， 
于 是 ,Fr 十 了 ) 一 下 (rr) 一 大， 
如 果 天 一 0, 则 瑟 (z) 为 一 周期 函数 . 
如 果 天 天 0, 可 考虑 函数 zy 一 殊 (z) 一 个 xz， 
则 因 
gz 十 7) 一 F(z 十) 一 基 (z 十 了 ) 
一 PCz 十 7) 一休 rz 一 天 


一 吾 () 一 全 = = 9(z)， 


印 普 (z) 是 线性 函数 与 周期 等 于 了 的 周期 函数 之 和 . 
372 


计算 下 列 积分 ， 
2268，| zc 一 zadz、 
解 | zz 一 工 3 人工 


1 了 
一 一 二 一 xz, = 315 元 


=- 了 工 | 2r 十 1 一 亏 | 
本 赤 二 zid 2 国史 


总 In(z 十 工 十 | 


并 


2 了 


一 六 In3 一 
2270- . | 【1nzrDzczr. 
解 | 《六 nr 2 

1 


一 ?| lnx * 1 十] 如 下 
工 


虹 
一 区 nm 
】 


一 61 一 2| zzinzxdz 一 ?| 区 mr 
1 1 


移 项 合并 得 
3 < 
| canzyraz 一 也 一 达 | ealnzdzx 
有 人 国有 只 汪 本 四 | 
3 [本 tmz 27” |) |， 
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9 


”2 
2271. | > 3 江 一 zedz， 
解 设 YI 一 工 一 2 风 | 
|= 学 1 一 zc 
一 一 3| ee 一 上 一 一 606 了 
2272+. | 一 cE 
一 和 下 本 _ ] 
解 ” 设 z*=- 上 十 , 则 
上 人 未 
VE 
一 1! 


1 < 。 
| | 一 一 一 一 一 arcsint| 一 
-这 ww 一 莽 一 全 


2273. | vT 干 55adx 


五 
村 - 


解 ” 设 1 十 3 一 4 则 24zrdz 一 do 一 二 作 一 1 
于 是 ， 

] 

| w 十 3xz8G 


一 工 | rr 1 
二 | 1 7 


一 25 
270- 


2274. | aresin | 工 十 二 4z， 
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习 ， 下 了 
解 | aresin ， | 本 王浆 工 

， 工 了 3  W 区 旭 和 
ECSIm | 本 十 -一 一 一 -一 一 - 


”由 2(01L1 十 工 ) 
| 让 和 | 
> 盯 一 


一 起 一 人 一 arctEty) 
由 


和 1 十 大 
一 笠 一 V3， 
xx 设 z 一 上 
卫 襄 (人 
2 人 1 |， [2 十 cosryf3 十 coDs 工 ) 


全 全 二 


解 |， 【2 十 Cosryf3 十 EeOs) 


_ 国 好 克 人 作 碍 下 

1 2 十 Cos 七 0 中 十 coOsz 
站 可 让 | 妇 工 

= 中 十 ROSS 工 0 全 一 COSY 
2 二 全 
6 总 十 CDs 工 

* 过 福 于 本 工 

直 . 4 一 coszsr 上 | 号 一 COS2 


加 | 本 人 
0 sin 十 3CDS2 
加 1 三 江 
hn gsinzr 十 Secaos' 人 


| 
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2276，| 元 二 


Sinmd 了 9 二 


解 | ER 


一 :| -cz 
1 Sn 十 COST 
1 2 | ” 
一 aret 名 | -一 一 


ww 2 ww 2 
* ) 利用 2035 题 的 结果 


2277， jsinzsinzzsia 号 工 址 全， 
几 


解 sinxrsin2zsin3z 


计 (cos2z 一 COs44T》 SI 
一 工 sin4> 一 了 (sinf 一 Sin2r) 
4 攻 昌 1T1 之 
于 是 ， 


填 
节 . 。 _ 
| Sm zsSImYTS10 3 人才 何 
必 


-| 工 荆 1 
| 165 COs 量 二 十 74cos6x 一 3 

了 

全， 


2278. | csinrysar 


解 | f STEEL J2t 伙 
性 
一 二 | 1] 一 CDS2Tr)d7 
户 
37 昌 


机 
一 一 | 2CDSt 个 
心 


| 十 十 | zsin 他 革 人 全 


一 cos2z| 十 十 | coszzdz 
二 中 二 Jo 


中 | 计 呈 | 并 本 | 站 | 一 


有 
本 ， 
2 eeosszaz 
总 


可 
解 ] TD 号 2 区 全 区 
癸 


| ec 十 COSs2] 
一 一 一 一 一 
2 


亚 二 


一 一 红 . 生 和 二 有 
5 十 101 cos2t 十 2sin2) ， 


一 言 Ce 一 1 )》， 
* ) 利用 1828 题 的 结果 . 
2280. | “shtzaz. 
Jm 
解 | S 昌 4 区 t 太 二 
必 
Tn 
= | hz 。(chsz 一 13dr 
性 


1] In2 mn 了 
一 了 | shz2zetrzr 一 | Srct 工 
1 


必 


_ 工 一 斌 十 工 ahdzl me 

一 4 2 十 ssh4z| 

-| 并 十 寺 ”| 到 

| 二 十 人 sh2x| | 
3 225 
32 一 1024: 


了 377 


2281， 


2282. 


37g8 


* 了 利用 1761 题 的 结果 ， 
利用 递 推 公式 来 计算 下 列 依赖 于 取 正 整数 值 的 参数 = 
的 积分 ， 


阳 


了 ， 一 | simzaz 
必 


解 二 一 一 | sinrzakcosz) 


本 


__. 了 
一 一 Sin 1  ， 写 癌 S 夺 
各 


十 na 一 1 | siorszcoszzdz 
帮 


一 【《 电 一 1)| sio 一 "rdz 一 《a 一 1| sinrzdzr， 
心 外 
移 项 合并 得 
了 一 一 7 
玫 
利用 上 述 递 推 公式 即 可 求 得 
《2 下 一 71 _ 
《2K 311 “和 震 呈 一 2 


《2R)11 


< 天 二 1 大 了 一 2 十 1 


时 


了 一 | coszraz 


如 


解 设 了 一 z 一 4 则 dz 一 一 宪 , 且 


性 人 冲 一 十 全 号 


代入 得 


志 一 中 = Sint 
> 。 


由 机 


二， 一 | Smntedt。 
心 


解 设 开 =sinr, 代 入 得 


了 一 [aasae 
因 兹 ,与 2281 题 的 结果 柱 同 ， 
2286。 了 一 | xdnz)"dz 


1 则 | 
解 一 页 二 Timz|， 
二 上 
一 天 王 | 了 人 了 
于 是 ， 
再 
一 一 元 二 1 


四 
一 一 1 二 TFT 


2287. 也 一 全 | 和 2 王 | ”dz 


号 1 iT -EC 避 呈 十 


解 了 工 == 1 { 名 2n+ 1 六 


侧 


二 24 一 1 开 2 
< 上 人 一 一 | *， 咏 忆 
| 区 [ 二 人 


-je 人 (一 到 ee 人 > 一 


一 一 了 1， 


2 


jaz 


即 
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二 奏 训 一 结 让 


递 推 之 ,得 

1 1 1 
两 十 芭 1 Z 一 力 
十 (一 1 ， 部 十 (一 1》"7。 


元 = 一 十 … 


= 一 In|cos|z 一 三 人 
在 和 
-inY2 -一 In vz， 
于 其 ， 
| rn ，.. 
7 一 ( "| Im v 了 十 广 [1 一 去 十 


十 (一 13 二 
设 疙 sz 一 六 人 z 十 ipz) 是 实 变数 zx 的 复 函 数 ， 
其 中 六 (z) 一 ReCzr) (rz 一 Imzzy 及 7 一 v 一 1， 
则 按 定 当 有 : 
| Aeroaz 一 |Aceopaz 十 中 Penmaz 
显而易见 
Re|7 (zydz 一 |Rerezyaz 


殉 im| /zyaz 一 |mrezyaz 
2288. 利用 尤 拉 氏 会 式 
e 一 COS 区 十 TS3InT， 
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证 明 : 
| eerrdz 一 
(及 亚 为 整数 ). 
证 当 和 一 志和 峙 ， 
3 3 
| iT 一 | 二 二 一 卫 扣 。 
避 自 
当 站 和 尖 姑 时 ， 
| ererrada 
人 


0 ,车 和 天 如 
2r, 荷 雪 一 关 ， 


上 罗 
一 | 人 克 口 S 天 二 十 Si 站 于 CeDOS 开 一 焉 1 人 
心 


衬 析 
一 | os 一 入》 一 | sinfza 一 玫 )zeddft 一 
和 必 


2289、 证 明 
ee 5(e 十 入 -eata 十 i) 
| 。 过 工 一 一 
(ae 及 月 为 解数)， 


在 
证 | ta 


中 


丰 
| eeospnaz 十 | cnsinBzdz 


efacospzr 十 sinpr 十 Fasinpr 一 osPr) | 
十 户 。 
efa 一 TB)feospz 十 isin 有 Br)|* 

《ad 十 ze 一) 


此 


本 全 十 7 有 由 和 人 十 1 机 加 已 人 十 请 半 
十 唐 | 4 十 ;8 
利用 尤 拉 氏 会 式 ， 


cos 一 训 (e 十 忆 
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smr 一 了 (Ken 一 ee 
2 


计算 下 列 积分 (mm 及 于 为 正 整 数 ): 


2290. [inerreosezaz 
和 解 和 方法 四 志 


了 . 
了 = | sinerxeoOsceredr 
办 


易 见 玫 一 十 7, 其 中 
了 一 | si 放下 六 人 号 各 大 二 二 


利用 尤 拉 公式, 有 
Sinaimreostt 一 [2 一 


人 十 e “1 了 
之 | 


《 一 《一 上 7 2 本 
一 本 人 > 多 一 ] He 和 en ce2 于 ， 
上 一 一 届 


jw 如 
二 汉 人 〖 一 二 3 和 四 十 生生 


本 阳 3 《 一 ] cs 和 [CCos2d 十 天 
吧 由 十 下 


一 史 一 上 区 十 FSin2f 庆 十 天 一 下 一 站 二 ]， 
人 * 作 积分 计算 , 则 有 


已 - 六 盖 lecsact| | sos (oa 十 


了 一 2 
丰 四 站 十 一 


一 蜗 一 站 2XddY 十 中 sinfpt 十 好 一 中 一 了 Te 人 
由 


* 车 磋 汪 呈 作 代 换 z = -7 一 “ 即 得 ， 
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-和 3 de 


是 中 了 了 mm rm 十 员 


站 芝 旧 芋 2 
站 辣 二 二 3 
_ 芭 一 上 入 所 点 于 定 (- 178CA CT 


加 池 2 直 二 Pt | 


经 计算 ,6 可 以 验证 有 ” 


《一 1)” (Tvcl 人 2 


呈 咖 站 
23 2HTT 
二 
于 是 得 
了 一 工 r 一 灵 人 2712 2 
0 二 
方法 二 ， 


L 
到 ，， . 

令 了 一 | sinirreos2redr. 显然 
息 


到 【22 一 1711 


_ 1 一 四 亚 
Ju 一 | Sinrdzr 一 (2 广 ， 


避 


T = SI esE TS 


丰 癌 3 区 1 Te 二 1 


=- 元 


性 妆 丰 各 一 二 和 二 1 起 


品 tw 外 寺 


1 
2oz 十 1 


= 用 CC8te 一 CC8( CS ) -5C&nC29Wi 以 及 由 恒等式 (1 一 zy"T*(1 


工 3 
十 xntn 一 (LI 一 xf 展开 , 取 -aw 的 系数 的 关系 式 了 (一 TICSHoC3 一 
是 一 旦 
(一 1 可 以 驴 证 ， 
384 


2291. 


一 了 Sin2m+lxedcos2lz 
由 

2 1 到 "二 

2 到 十 1J。 

27 一 

277 十 

2 一 1 2 一 ] 

2z 下 Te 2 下 T 人 er 


za 一 荆 


二 ODS 二 


2 人 S] 站 各 和] 一 CDSE COSET 一 昌 汪 全 于 


7 一 《2m 一 1711 了 
2 《了 十 下) 十 下 一 1)(z 十 ]) ”2 
2 一 DIE (2 一 1 丈 
2 十 世 )! 《2zz71 1 忆 
fL28 一 1511C2m 一 17411 
史 几 二 了 十 共 ) 1 
次 ( 人 27 2 1 


2 十 天 全 
中 闻 你 
| ~ 一 一 -一 人 全 
0 号 区 


解 ” 设 zx 一 sazz, 利 用 尤 拉 公 式 得 


总 1T1. 蕊 


1m 工 一 Jr 


本 一 尼 


es -Be 和 
当 于 = 2 时 ， 
世 一 《ee 上 十 下 册 [人 一] 十 人 一) 十 ，…， 
十 和 一 中 一 3 十 好 
一 区 528 一] 和 十 可 (2 十 …' 十 丰 性 十 和 一 红 
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十 罗 十 和 
一 ?reosf2 天 一 TD) 工 十 cosf2E 一 3) 二 十 …… 十 CosT]， 


于 是 ， 
Stinrk2 一 1 3 二 SinC2R 一 卫 ) 工 
2 上 一 了 


ja 一 2 2 一 1 
十 …* + sinz] | 一 0。 
作 


站 关 一 2 站 十 1 时 ,同上 得 
2feDs2E 十 cos2rg 一 1 十 十 cos2r] 十 1]1， 


到 ”一 


于 是 ， 
| az 一 充 . 


最 后 得 到 
上 sin 人 为 避 数 ; 
开 * 丙 为 奇数 . 


让 Si 让 区 


”CDSK2M 十 二) 工 
2292，| Sm xdx 
cosfK2z 十 lz err+1)z 十 en 二 9 

< 一 人 证 十 人生 


解 必 侣 号 芋 
一 如 2 _ 人 Sn 一 13 十 四 十 { 一 3 十 加 十 如一 2 
一 20cOS2H 一 COST -一 ]) 工 十 …* 
十 攻 一 1 icos2z] 十 《一 17， 


于 是 ， 
“cost2m 十 1)z -ws 
| COS 工 22 一 《一 1) ff 
2D203.， | coseaneas1TG 区 
心 


解 cos"zcos 工 


38 


一 1 一 tE 1 于 一 和 
记 m 二 Te 十 如 7 《本 十 本 


一 庆 [cos2omz 十 elicos2fP 一 上 ) 工 十 


十 cieos2r 十 1]. 
于 是 ， 


| CDS“ CS 天 宁 雪 区 一 坊 ， 


229， | siazsinnzdz， 
解 方法 一 


| 号 1 且 着 全 工 
小 


本 二 | [2 1 ere ee 
_ 已 一 六 


ai L 2 《一 De ecaz 


- 立 da 


各 一 咎 
IE (一 1 Cr * 一 { 一 1 09c9 | 
0 为 偶数 ; 
-一 和 +1 为 奇数 ， 


由 于 


提 于 抽 为 个 数 ， 


0 (一 171 为 奇数 ， 
于 是 
写 总 了 


” ， 左 - 天 他 
| sin"zsinizdzyt 一 SIn 
2 2 
方法 二 : 
、 机 
设 字 一 人 一 2 则 
| sm".rSlnmTC 全 
外 
到 所 开 
一 | coOsetsinm| 一 一 让 | 
-和 肥 此 


一 Sin 区 | 尼 个 乌 aCe 人 号 有 et 


一 oOSs 人 CSESTDHEe 李 


一 Sm 2 到] 丰 妆 号 关 让 各 等 坦 光 全 全 


一 去 sin 全 . 
求 下 列 积分 Cn 为 自然 数 )， 


了 了 划 吕 ， | sinrrzeosn 十 Lrc 
心 
解 | sinzeos ( 十 rd 
必 
一 | ieosazeosz 一 SITYSirmLT Je 


而 
一 ja 《stm 一 | siarzsinnzaz 


SIm ECODS 开 补 
亚 


二 上 Sm 人 CCOS 且 企 ) 
一 站 assimaaas 


38S 
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一 全 “ 二 6 ed 十 2 


业 一 站 


= 二 eeos2 一 ADxezzr| 


十 2 Se 


砷 一 让 


了 
22 
2 一 STR 一 是 ) 一 六 COST 一 点 1 忆 -az 


G 十 (2m 一 2 开 )3 


下 


1 _ 
| 一 -一 Ce 
| 巡 


了 可 
,| 
一 到 | 一 二 “re 1 一 afe-m 一 1) 
走 2c2 | 
(0 十 《2 一 2 开 ) 
一 zu 


m- ! 
一 一 人 十 2 > ,ct 


|] 
4 ” 上 于 站 
可 


二 
即 


立 革 
| 要 一个 号 2 人生 
恒 


ra nm= 1 
-二 tc2, 十 2 之, 作 
人 
二 | 
方法 二 : 
由 于 


加 


卫 本 人 人 二 性 ) 工 立 于 
| 相信 上 请? 王 e 和 全 一 - 
放 -和 十 起 |。 
_ ee 一 1 
和 十 臣 


(es 一 1)Ca 一 于) 


co2 十 开 : 
取 实 部 ,得 
可 zz 
Re| 和 人 一 < 下 


于 是 ， 


卫 正 
| aeODS2 工作 工 
必 


开 工 一 FE m 
< 一 | | 地 工 
6 


1 全 一 二 重 辣 一 卫 业 3 
-_- 志 | ee ycieen 中 dz 


则 二 机 


1] 如 ， fsr rev 2 
一 7 | 他 一 ai 二 
必 


点 轩 自 


1 2 一 1 
一 一 直 
加 5 人 一 人 十 红 2 一 3) 


一 了 工 Se 2K1 一 上 
20 一 2 


一 2 


1 一 e fn < 0 
一 需 5 


2298. 上 lncosr *。cos2rteer， 
和 解 利用 分 部 积分 得 


于 
| ]neos 二 COS2NTT 人 人 
心 


1 ， 等 

一 一 Sim2re ee 1ncos 工 
好 人 
二 「 sin2zaz。sinz 7 


呈 妈 0 必 全 号 下 
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一 0 十 


旺 咕 它 心 号. 攻 
| COST 2 十 1 7 


让 六 口号 区 


对 于 上 述 等 右 端 吕 可 一 项 和 第 二 项 的 访 积 后 数 到 下 
列 等 式 : 


二 | CesTY 1 一 了 于 


COSY 全 半 加 1 尼克 一 十 所 2 17= 
COS 工 加 e” 十 ee 和 


一 2KCces2ftH 一 1) 二 一 cos2fa 一 2) 十， 
十 《一 1 ecos2z] 十 《一 1)-1， 


CDSTf 2 十 过 
必 口 半 下 
一 2fcos2nmr 一 CO05s2(r 一 ]) 二 十 


十 【一 1 ecos2z] 十 《一 177. 
由 于 积分 
eesskzardk 为 任意 的 正 整数 ) 


的 值 恒 等 于 零 , 所 以 积分 
『 ceosf2nr 一 1 及 六 cos(28 十 1) 


从 旋 号 二 性 全 且 . 蕊 


-一 一 一 一 一 寺 人 
分 别 等 于 (一 1)*: 了 及 (一 1? 六 
这 样 ,我 们 得 到 
| ineosz 有 中 
= 站 [(- 1 人 一 (一 1 
一 工 (一 1 3 


4 
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x*) 在 = 一 0 处 ,sin2rzr*lncosr 一 0 而 在 并 一 六 处 ， 
为 “0。， ceo” 于 ,采用 洛 比 卉 法 则 定 值 


。 ， ， 1nees 寺 
Lo sin2rr * lncosrr 一 和 mn T 


工 ~ 到 一 z 下 王 一 日 


Si 之 扫 六 
-- 工 1 sin *。 Sin 273 直 
2 mr_ COST 工 。COS2pH 
显 于 


1 工 ji cosZ* sin 2mz 十 494sinzsin2mrcOS2M 
2 = ， 一 SIncos2NTr 一 2HCOSTSIn 2 
一 必 


2299.， 利 用 多 次 的 部 分 积分 法 ,计算 尤 拉 氏 积分 ， 
(esny 一 | 2a -ya 
式 中 普及 空 为 正 整 数 ， 
解 了 (mma) 一 -edl 一 次) | 


7 


_ 1 
十 如 !| za 一 zy)n-zdz 


亚 


再 (和 十 1 一 1 


继续 利用 部 分 积分 法 ,可 得 
《 玫 一 ] 77 一 了 ov。 ! 

和 1 了 wd 
人 一 人们 一 T)! 
《3 十 天 一 了 
,1 sr-1| 
现 十 凡 二 了 < 息 
(2 一 121 一 11 
《998 十 并 一 1)4 
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2300， 勒 让 德 多 项 式 已 (xz) 被 下 面 公 式 来 定义 : 


1 


元 各 cc 一 7 一 站 1 2:… ") 


帮工 ) 一 


证 明 
避 ， 若 妇 天 如 


2 车 严 一 
证 ” 当 嫩 关 赤 时 ,不 失 一 股 导 , 设 。< 由 由 于 记 
为 一 亚 次 的 和 多项式, 我 们 记 

一 月 全》 


| 五 《有 《一 | .2 
-1 


其 中 R(zy 一 5 2 一 1) 


利用 多 次 你 部 分 积分 法 得 
| PuceyPscrnaz 
一 【 刀 人 TD) 民 (z)》 一 下 并 ) 玉 人 (xz》 十 


十 (一 TD Per)RCz) 站 | 
] 
十 (一 Dr| Re)PomCz)dz 一 0. 
当 吏 一 并 时 ， 
1 
| Pocz?Pscz?az 


一 到 | [一 一 7] 人 


、 号 
设 * 一 IT 一 1 一 《zz 一 1), 则 
| Paz(zydz 
一 1 
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2301. 


[| 一 - 时 = 全 了 
一 0T5 [at 一 和 


] 
十 { 一 ] 33 一 1 各 一 了 


十 【一 工 生 


1 
Te 


六 2 下) 
工本 
一 和 一] Ta 国 (zx 一 1) .一 1)“cdtz 


2 区间 上 3 
《2m)1 加 
四 仿 知 一 1 了 1 | -让 3 林 下 
f2nm71 [人 
一 ERE cosi 2 
02 (2 
0 2 二 155 22 十 1] 


x*)》 证 一 Sint， 

* xx 利用 2282 古 的 结果 ， 

设 画 数 .FAzy 在 号 ,的 上 可 积分 ,函数 R(Gzry 在 Cao 内 
除了 有 限 个 点 ci 经 一 1，… 声 ) 及 点 4 与 如 外 篆 有 忆 (Crz) 
= 一 jz 而 在 这 除去 的 有 凡 个 点 上 F4z) 有 第 一 类 的 
加 斯 点 5 广 叉 原 函 数 ). 证 胡 


[ 
| epae= FUC 一 0) 一 工 (十 D) 


。 
一 > [正人 rc 十 0 一 王 (fc 一 间 )]. 
tr] 


证 ”为 确定 起 见 , 设 & 近 c 挟 c 荆 人 二 上 二 六 并 记 
一 foyp 一 六 上 1* 由 于 FT)》 在 [ay 上 可 积 , 故 


十 1 


| eraz 一 lim 3 rzycz. 


| 号 十 臣 


显然 ,在 [ce 十 ?ct 一 了 们 上 Fr) 一 Frz), 从 而 可 应 
395 


2302. 
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用 牛 频 一 东 布 尼 蕴 公式, 得 
| 9 Fadzr 二 一 人 一 Fe 十 及， 


由 此 可 知 
疡 
| end 一 lim >》1CFCcs 一 及 一 到 (c 十 力 ] 
ro0+ 一 


4 CCcrr 一 0) 一 下 (ci 十 0 


T 让 AM 


有 二 一 0) 一 Ra 十 0 一 SCFCe 十 0) 
| 


一 《Ci 一 口 ?]， 
贡 力 数 六 zr) 在 财 区 辐 [a, 的 上 可 积分 ,而 


RCz) 一 十 | (Ed 


为 jzr) 的 不 定 积分 , 证 明 函 数 Rkz) 连续 且 在 画 数 
Fr 连续 的 一 切 点 处 有 等 式 
天 (zz) 一 扩 () 

成 立 , 问 在 亚 数 .六 xz) 不 连续 点 处 函数 Fiz) 的 导 函 数 
为 何 ? 
和 解 由 于 jz) 在 fa 的 上 可 积 , 故 必 有 界 ; | .xz)| 扫 
对 (aa 委 灾 六 ,因此 ,对 任何 工 生 [5 有 

[FPCr 十 4z)y 一 严 Cz)| 


= | ”Acede| 和 Marl 一 o( 当 ar 一 o 时 )， 
由 进 可 知 天 6Cz) 在 ra, 上 连续 . 


现 设 FE) 在 点 上 一 z 处 连续 于 是 , 任 给 s 盖 0, 存 
在 3>0, 使 当 传 一 业 | < 人 时 , 桓 有 | .78) 一 CCz)| < 去 


E. 于 是 , 当 0< 过 Iazl < 扫 人 时 , 恒 有 
0 -Fen | 
1 二 旺 z 
= | 去 [cree - Feepas| 


1 
一 一 一 上 | 一 6， 
二 Tale 14r| 


故 天 Cr 存在 .日 


开 ( 二 十 zy) 一 下 (rr) 
全 


而 在 不 连续 点 处 严 (z) 可 能 存在 也 可 能 不 看 在 ， 
例如 , 设 


Er) 一 jim 
ar 


则 入 xz) 在 ko0,15 的 可 积 性 可 仿 2194 题 证 明 ,而 且 显 然 
有 


| .roa = 0 《0 扫 : 工 乏 1)， 


然而 在 点 工 = 二 处 ,F(z) 一 C 的 导 范 数 严 (z) 一 
0 是 存在 的 . 
得 函数 Ar) = sgnz, 它 在 [一 1,17 上 是 可 积 的 ， 
且 

| rear 一 ] 卫 |， 
然而 在 点 节 一 0 处 ,Fiz)y 一 | 二 CC 的 导 冰 数 本 (Cr) 
不 存在 . 
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求 下 列 有 界 非 连续 国 数 的 不 定 积分 : 
2303，|sgnzaz 
解 jsenzaz 一 | senzrax +C= zl 二 CC 
2304，|sgncsinz)az 
解 由 于 sgn(sinz) 在 任何 有 限 区 间 上 都 可 积 , 故 其 
原 范 数 下 CZz) 一 | sgncsineya 基 ( 一 c, 十 co 上 的 连 


续 国 数 . 对 任何 上 , 必 存 在 唯一 的 整数 点 使 大 < 扫 工 所 ( 估 
十 19r, 于 是 


严 (z)》 一 | seacinod 
心 


| 


十 互 工 
上. “sgntsintyctz + | _SBgDnKSint CE 
4 十 末 
开 十 。 S1D ， 
“ t+ wY 1T 一 Cos 


现 了 
一 一 十 arcecosfcosty 
世 上 十 部 


二 一 一 一 工 
3 十 aIc COosfecDS) 了 


一 用 CC 必 写 (COS 区 了 


故 
sm (slnzr]er 一 arc cosfcos) 十 性 
《一 59 < 二 co)， 
2305.j ceazcz 大 0) 
解 |ceaz =-C+j| ceoaz 
39 妨 


| 


| sa 《sinrrctt 十 站 
入 


下 十 上 


恬 


1 
arc COST CCOS 磷 宝 ] 


一 二 arc COSCCOS 邢 二) 十 壮 ， 

*#* ) 利用 2304 题 的 结果 ， 

工 1 , 若 医 二 | < 
2308， 人 dx， 一 | 
3 Da 其 中 7 0, 若 1z| > 上 
解 | Aceaz 一 | Freeas 十 | Fezaz 

宁 

-| :dz 十 | oaz 一 (72 
让 


| ceaz -有 "dr 一 和 【| 工 | < 站， 


| coas 
四 | Aeroaz _ | rear 一 一 Cr 雪 -1 
合并 得 
| ceas 一 计 (| 十 节 | 一 用 一 二 | 
计算 下 列 有 界 非 连续 函 教 的 定 积分 . 


] 
2309. | ssnc ae 


] , 当 二 二 《人 了) 时 ， 


解 sgnfz 一 心 ) 一 | 
一 1, 当 工 和 【1.3] 时 . 


于 是 ， 
] 1 了 
sen 一 字 人 一 | 二 一 | 二 一 一 ]. 
是 


二 0 


2310. | Cemdx， 


解 | [er ld 
昌 


ne 


1n tnd 
一 idz 十 2 .az 十 | 3 
卫 中 吕 民 


衬 
二 … 十 | 7.dz 
lm 了 


一 In2 十 2fln3 一 ljn27 十 3tlnd4 一 ln3)7 十 …… 


十 7 一 tn 十 2) 


一 14 一 (in2z 十 in3 十 in4 十 … 十 ln7) 


一 44 一 Inyl. 
2311. | cosin 于 dz 


6 
解 | [区 ]sin dx 
征 


一 | sa 区 十 | zsin 2 十 
] 6 2 - 训 


中 
十 | 5sin -dr 
。 6 
_ 30 


于 


2312. | zsegn 《CDS 刀 ) 茎 


解 | >zsen 《coOS 关 三代 
六 


记 可 于 
= | 了 他 广 + | 一 max 一 一 一 . 
轴 二 


2313. | mcmdz, 其 中 z 为 自然 数 . 


解 | ln [人 六] 二 个 
] 


航 避 1 


一 | nzaz 十 | naaz 十 … 十 | Innaz 
邓 各 


= [ml1. 
1 
2314， sm FEsintln xy] 一 ， 
解 jsen [simeglnr7] 人 全 


一 旧 寺 


一 | (一 Todrz 十 im - 1 -erpaG 


一 一 1 十 2e-7。 1inm SC Dere 上 一 


二 


2e 2 “一 1 


一 工本 于 于 e 2e “十 1 


_ 交 
寺 李 . 


2315. 求 | ieoszl vsinzrdx, 其 中 巨 为 闭 区 间 [o,4x] 中 使 被 
积分 式 有 意义 的 一 切 值 所 成 之 集合 . 
解 | eeszl w Sinrcl 


广 卫 可 
一 [ [cos 关 | wsinectz 十 | |cos 基 | wsinTctr 
1 立 克 
到 7 
一 [ COST ww SI 这 区 十 |:- 吕 有 证 WSImTG 
三 
5 站 
到 
十 cesz w SinYcz 十 | 一 CDS) St 工人 
辽 


于 
于 5 

一 4| 安 避 有 廿 WA STT 过 人 
必 


一 全 (sin 芝 ?这 


和 02 


$3. 中 值 定 理 


1 前 数 的 平均 值 数 
at 一 一 Aeroarz 


称 为 男 数 /try7 在 区 间 ka8l 上 的 平 的 值 . 
兰 函 琢 Frzr) 在 fa 上 连续 ,出 可 求 得 .一 点 后 《aa 
适合 
AID 门 一 rr)， 


才 国生 是 只 ” 和 


界 并 可 积分 并 2 当 呈 二 宇 所 六 时 , 隔 数 网 二 ) 不 变 导 , 则 
| cewczydz 一 kj ez)az， 

式 中 说 和 产 魏 刘 及 财 == sup AGz) ,mm 一 inf 7Cz)5637 除 此 而 外 ,车 画 

数 Frz) 于 闭 区 间 [a, 的 上 连续 , 则 = Ac ,其 中 和 cec 扫 上 编者 注 :可 

以 证 明 ,c 可 到 值 合 = < 近 c 扫 仿 ， 


3” 第 二 中 值 害 理 ” 老 :(1? 画 数 . 六 rz 和 多 zy 于 闭 区 间 Ca, 妇 上 有 
界 并 本 积分 5C27 当 a 过 工 所 尺 时 , 育 数 gry 是 单调 的 , 则 


| Freecz 二 工 
E 4 
= ra 十 0 | Fazidz 二 mw 一 0)| Acnmaz， 


式 中 a 丢 * 守 杂 (3) 除 此 而 外 , 若 函 数 失 zx) 单调 王 降 ( 广 文 的 ) 且 不 为 
负 ,由 


8 
| 7cepeczyaz 一 缴 好 十 0 | Arenazc < 

(3 ) 著 函 才 名 xz) 单调 上 升 5 广 交 的 ) 且 不 汶 负 ，, 则 
| rerpeceoar 一 伏天 一 站) | reare 妇 上 去 让) 
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2316， 确 定 于 列 定 积分 的 符号 : 
【ay | rsinzadz; 攻 丰 ) | dr 


Ce) | za2rar (D | zanzaz 
-: 到 

解 (a) | zsinzdz 
一 | zsinraz 十 | zsinzaz 
一 | zsinzaz 一 | 十 区 JSinecze 


一 一 <| sinzaz < 
《56) 由 第 一 中 值 定 理 知 


六 1 
辣 1IT]1 .区 
了 dr 


四 sn + 三 开 sio ， 
S1H St 
~ | 7 dr Pa 
阁 sinz 
加 二 民 《3 十 吉 DJ4 
sinec 
ee 十 达 ) 全 0， 

其 中 0<ec < 区 


《a》 由 第 一 中 值 定 理 知 
| eerax 


必 
一 | Tercty 十 | ex 


四 过 
一 | ze 二 | 十 34e 浊 个 
2 6 
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本 | ce 一 《ie 证 一 2etfe 一 ee) 
地 


其 忠 所 ec< 近 二 
CD | elnzdz 
一 广 cqnc < 一 0 (其 中 记 < 一 ce 去 1) 
2317， 于 下 列 各 题 中 确定 那个 积分 较 大 ， 
(a) | sinezaa 或 | siazzazs 
Go) | ea 或 | ca 
《By) | ”cosrzdz 或 | ecostzdz? 


解 GD 当 ze [0 到 时 ,<Snr< 1 
D < Sinior < sin2r ， 


于 是 


| sinezdz < | sinezaz 
心 笑 
(6)》 当 0D0<rc 1 时 ,人 > 宇 从 而 
四 
Be ” 
于 是 
1 1 ， 
| 人 | 
息 必 


卫 放 了 
KB | 已 一 人 吕 号 全 全 
于 
抱 


主 机 由 
一 | 尼 ” 人 了 人 全 人 | 必 一 了 熙 S2 寻 工 。 
加 心 


2318、 求 下 列 已 知 函 数 在 所 给 区 间 内 的 平均 秆 : 


从 而 


业 提 5 


2319. 
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(ay jz) 一 2 在 5 1 上: 
《6) rzr) 一 vvr 在 C0,100] 上 |; 
《By rr) 一 10 十 23inz 十 3cosr 在 0,2m] 上 | 
《Try Cr) 一 Sinzrsinfyr 十 税 在 0,2r] 上 . 
解 fa) uC 六 一 | az 一 可 
各 


< | 一， 2 
465) 他 5 门 一 | dz 一 3 
呈 有 
[SB] AtfC 站 一 去 | (1] 十 28iny 十 3CDS 二 7 二 全 
让 
一 1; 


fT7 Atf 门 ] 一 支 | sinz * Sm 了 T 十 的 可 于 
了 开 j 0 


1 
一 二 COS 凤 


2 
求 林 圆 之 焦 径 


疡 


”1 工 二 SCOS 负 
之 长 的 平均 值 . 
解 设 ?一 元 十 上 * 网 | 


Ar) 一 


天 


《TD<E<]) 


工作 
去 | 0 上 一 508929 
】 本 

一 交 一 一 民 


2r」_， 1 十 SOSE 
工 | -大 
去 | 。 1 十 SS92Y9 
一 冀 2 
2 IT 一 香 


2Jz0， 


2321， 


2322. 


其 中 心 为 栖 圆 的 短 半 轴 ， 

* 了 利用 2213 题 的 结果 . 

求 初速 度 为 wm 之 自由 落体 的 速度 之 平均 值 . 

解 ”自由 落体 的 速度 为 上 一 mo 十 如 ,从 上 一 0 到 一 人 
时 间 上 内 的 速 庆 的 平均 值 


af[z 一 二 | es 十 Btodtl 一 羡 &T 十 2 


] 
一 本 十 BT7)， 
物理 意义 : 平均 速度 等 于 初速 与 末 速 之 和 的 一 半 . 
电流 的 强度 依 下 面 的 规律 变化 
1 一 zsin| 守 十 9 ， 
其 路 表 振 幅 , 表 时 间 , 了 表 周 期 ,2 表 初 相 , 求 电流 强 
度 之 平方 的 平均 值 . 


解 。 0 人 = 元 三 sin < 
必 


了 


十 列 守 
一 并 | 2 
一 妆 [ 序 | 元 十 到 
_， 于 
-区 +9]| 


将 上 式 开 平方 , 即 得 电流 的 有 效 值 -2_. 
v 瑟 


命 | 703d = xrpzr), 求 g, 设 ， 

《a) 了 人 一 牛人 一 1 (67》 7 一 ne; 
Ke) GD) 一 er， 

limg 及 lim 0 等 于 甚么 ? 
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解 (al) | re 一 ea 一 开 -, 从 而 


可 十 


二 nm 十 1 
二 二 二 忆 7 ， 
于 是 
1 
各 一 二 十， 


【后 ) | epa 一 | nza 
看 笑 


一 Fint 一 1 | 
自 
一 开 (lnz 一 17)， 
从 而 
Telnzr 一 1) 一 了 lnor， 
于 是 
g = 工 . 
全 


《By | Feoa 一 | ea 一 “| 一 刀 一 1, 从 而 


er 一 1 一 ret， 
于 是 
-= 了 工 m2 一] 
愤 证 
lim< 一 =1, 故 当 z-0 时 ,上 In 生 二 1 上 内 
由 于 lim 1 ,页 当 工 0 时 ,二 In 二 是 方 型 
未 定形 . 因此 
Lim 一 lim 】nm2 一 1 
十 一 必 -一 由 
人 de” 一 【e 一 1 
Tim er 一】 人 ] 


二 名 


秆 由 于 -于 拉 让 直 怀 了 0 人 
1 | ， ] 人 
or 和 | 一 二 
yj 
< | zsax， 
印 


10 二 < 1 10' 


解 7= 本 四 十 | ee 


人 5 卫 十 100 
了 1 1 时 = 一 了 
-| 人 一 
1 _ 本 一 5 e 一 5 一 


一 TO 二 王 十 100 十 革 ,其 中 0 安生 科 50， 


0 < es 扫 100. 


显然 
] 一 ee- ee 一 ee 一 Lo 
100 十 100 于 有 十 100 十 去。 
] 一 ee- 于 2 一 和 0 ee 一 100 
生 100 十 豆 十 00 干 吾 
1 一 ee ”1 
1600 二 有 生 100， 
1 __ 可 一 5 尼 一 5 字 1 
1065 十 训 十 00 十 刘 
T 一 全 人 1 一 e 一 如 1 
人 105 十 襄 -= 150 > 200， 


得] 癌 


一 一 0.0059.0< 天 8 到 1， 
才 吉 < 了 < 5， , 即 了 一 0.01 一 0.005 


另外 , 按 中 信 定 理 , 可 写 
,on = 1 no 
T= | dz El， 4 
1 1 
= |1 一 辣 | 
其 中 0 所 上 委 100, 如果 改 写 了 工 为 
了 一 0.01 一 0.0050， 


则 有 

4 一 A(6) 一 了 和 引 [十 | 、 
易 见 导数 

200(1 一 e 9”) 

7 (9 一 《100 十 立 72 全 9， 
FE) 单调 上 升 , 均 在 [0,100] 上 有 0 所 JS) 势 
7100)7 ,也 即 有 

喜 志 9 二 1 十 款 . 
根据 前 面 的 估计 0 二 8 世 1 ,综合 起 洲 , 便 有 
< 六 一 1. 


这 个 结果 比 原 来 的 估计 叉 好 了 了 一些. 如果 更 精确 一 
采用 些 近 似 计算 方法 ,还 可 进一步 明确 如 的 数值 范围 . 
上 比 处 从 略 . 

2326.， 证明 等 式 


作品 lm| T Teaz 一 办 3 《69 lim| sinzaz 一 [0. 
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， 人 ， ] 1 
证 《ay lim| 1 一 Lim 二 | > 二 生 


一 ]imm 一 一 一 -了 


arrca 二 二 1 十 扣 于 十 1 
(6) 任意 给 定 e > 0, 且 设 = 所 六 , 则 


一 口 ; 


自 委 : | sinzaz < 二 国 sin*ttt 十 让 
站 自 


达 一 cjsin| 瑟 - e|. 


当 半 一 co 时， 上 述 不 等 式 的 第 二 项 艳 于 夫 ， 于 是 


tm sihyor 一 站 。 


2327， 设 画 数 Axz)y 在 ,的 上 连续 ,而 失 z) 在 避 ; 的 上 连续 
且 在 (a,5) 上 可 微分 ,并 且 
9 人 rmD 当 aa 二 工 所 加 
应 用 部 分 积分 法 及 第 一 中 值 定理 以 证 明 第 二 中 值 定 
理 . 


证 访 焉 (zl) 一 | ea 由 


< E 十 


4 - 6 
| rz 一 | 二) 巡 严 (并 ) 
由 
一 下 区 ) 红 定 ) 一 | 下 【人 时 (rc 


一 下 (PE 一 下 (OPCaa 一 PFC)| 《位 ) 低 


一 下 (6 一 下 (aa 一 下 (ITCPC5) 一 侈 G)”， 
一 外) 人 一 严 ( 才 站 十 人 GTTCR() 一 严 (a 麻 


4 
= zc)| Feyaz 十 re)| Frydr 
六 1 2 


“328. 


2329， 


2330. 


* ) 一般 数 学 分 析 中 已 有 第 二 中 值 定 理 的 证 明 , 本 
题 限 用 部 分 积分 法 证 明 , 应 加 gtkz) 在 ta 的 上 连续 的 
条 件 . 

利用 第 二 中 值 定 理 , 合 计 积 分 ， 


DO 妆 。 

总 ] 有 .位 

[amzon 
1 用 恰 正 四 


解 设 Fr 一 sinrs 风 工 ) 一 二 , 则 rz 下 gr 在 
[100r*200r] 上 满足 第 二 中 什 定 理 的 条 件 , 又 红 z) 一 
二 单调 下 降 且 不 为 负 ,于 是 ， 


200r SIn 工 1 | ， 
| 一 一 好 贡 一 106K SInYG 
sin 二 
_ 上 工 一 eaos 加 2 日 
100z coOr 50， 


其 中 100r 委 和 扫 200r 及 0 近日 所 1 


四 一 听 工 
| 二 sinxredrta 00< ae < 广 )， 


解 ” 设 /7(z) = sinz,glz) 一 “ ,同上 题 ,有 


下 所 一 江 尼姑 中 
| sintt 一 “| 汪 1D rd 了 全 
症 定 放 可 


一 Lecosa 一 Cos) 
Ge 


2 十， 2 一 和 2 
了 sm 7 sin 一方 一 0， 
其 中 和 < 委 上 雪上 及 18 < 1. 


加 
| sinrtsdTr (0 < da < 五 )， 


一 一 一 


二 13 


解 设 z= v +. 则 

人 sin 

| sianz 好 工 一 | : -7 
其 次 , 设 Fi0D = sint, 罗 拉 一 (CD) 则 红 纪 单调 下 
降 , 是 2i 人 0 于 是 


了 sint -二 | . 
| ， 于 一 站 Sinedt 


一 了 rcosaz 一 COsE&) 
史 们 


”其 中 改 委 E 过 并 ,人 志 1. 所 以 


2331. 


二 1 


下 ， 避 
| sinzsaz 一 二 《2 < 1 》. 


设 函 数 式 r) 及 %Cz) 和 它们 的 平方 在 区 间 [e ,2 上 可 
积分 .证 明 哥 西 一 布 尼 雅 可 去 斯 基 不 等 式 


(人 wenpez 生 | 9coaz| codz 
证 ”证 法 一 :我 们 有 
| Caodzj ， (w Czydzj| 一 | | wezywcryaz 
= 二 [| eceaz| 。 (oody 
十 到 | | wz?yaz| 。 [| econazy| 
一 (| rz?acrdzj (ecowcopas| 


2332. 


故 
(wewceoaz < | JetT | mczyaz 
证 法 二 :考虑 积分 
| crcm -好 Cz)]zadar， 
其 中 为 任意 实数 . 从 而 
| zeroaz 一 24| zy(z)az 


二 | 人 | ceemwon - 4(z)8()DJ2dzzjay 演 0 


十 好 | 灾 Crjadz 20 


这 是 关于 变数 4 的 不 等 式 , 堪 端 是 二 次 三 项 式 , 于 是 其 
判别 式 


(| rz?wcz?az 一 | zczyaz 
| wcraz 所 0， 

好 
人 | czawczaz 


二 | ecoaz . | czoaz 


设 画 数 rz) 在 闭 区 间 re ,的 上 连续 可 微分 日 Fa) 一 
0, 证 明 不 等 式 


占 
及 开 < 《一 | 门 呈 ed 
其 中 nz 一 .SuP,|7(Z) | 
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证 ” 设 为 Ce: 的 上 任 一 点 , 则 利用 哥 西 一 布 尼 雅 可 
去 斯 基 不 等 式 得 到 
(eeoaz 上 反 : | 。 杂 。 | rrczydz， 
即 
(一 [Fr) 一 站 Cry (z 一 a| 产 Craz 
迄 地 一 o| Pazcz)dz， 
由 此 可 知 
了 天 一 SUP 大 (区 <S (一 a| Pazcr)az 
2333， 证 明 等 式 : 
加 | sz 
证 和 


时 一 和 -9 


其 中 总 为 界 于 nn 与 二 十 之 间 的 某 值 
证 法 二 : 庶 用 第 二 中 值 定 理 , 得 


"十 才 号 1 和 ] | 会 。， 
中 民 基 | 一 一 S1Tl 和 re 了 工 
， 无 712 | jn 


一 二 |eosn 一 cose， 1 所 寺 -0 《一 ooT， 


其 中 心 ， 和 办 于 与 ?十 疡 之 间 的 芭 什 ， 于 是 


六] 


84. 广义 积分 


1 函数 的 三 六 可 积分 性 若 国 数 乒 r) 于 每 -- 个 有 宅 区 间 Ca 的 
上 依 导 常 前 意 广 是 可 积分 的 , 则 可 定 状 
| renaa 一 Jim | Fanadz 【17》 
若 数 Aixr) 于 点 丘 的 邻 域内 无 界 且 于 每 一 个 区 了 间 (e 天 一 EC 汪 
0 内 忧 寻常 的 意 交 是 可 积分 的 , 则 取 
| reoax 一 lim| “ceaz- [2 
若 极限 11? 或 2) 让 在 , 则 对 应 的 积分 称 为 收 或 的 ,在 相 玩 的 情形 
则 称 为 发 散 的 . 
2” 枉 西 准则 积分 (1) 收 全 的 充 杰 杀 件 为 对 于 任意 的 >0, 存 在 
有 熬 训 一 交 El 当中 人 > 访 及 凡 坟 时 ,下 面 的 林 等 式 域 立 


| Fez?az < 已 ， 
同样 地 对 形状 为 2) 的 积分 可 述 出 哥 西 准 则 . 


ee 


比较 判别 潜 [ . 设 当 工 六 杂 时 | rr)l 实 中 (rr). 


着 | “PFCz)dz 收 禹 , 则 积分 | ”Aczydz 绝对 收 短 . 
比较 判别 法 工 .车 wz 0D 及 当 过 一 十 eeo 时 ， 
， 一 愉 ” [证 )]， 
则 积分 | “rz)dz 及 | “wCz)az 同时 收敛 或 同时 发 散 . 就 特别 情形 来 
说 , 若 当 = 一 十 ce 时 ,zy 一 上 zyv, 则 上 面 的 结果 也 和 成立、 
比较 判别 法 在 , (ay 设 当 工 一 十 居 时 ， 
Fr 一 眉 了 zj 。 
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在 这 种 生 况 下 , 当 疡 全 1 时 ,积分 (1 收 辫 : 当 关 所 1 时 ,积分 (1) 发 散 . 


， 1 

[co 
在 这 种 情 点 下 , 当 疡 所 1 时 ,积分 人 02) 收 毅 ; 当 声 入 1 时 ,积分 人 2 发散， 
4” 收 徊 性 的 较 情 密 的 判别 法 ” 著 11) 当 工 一 十 ce 时 ,函数 到 z) 


单调 地 赵 近 于 零 :2) 汐 数 Ar) 有 有 界 的 原 函 数 
F(zr) 一 | reeoas， 
则 积分 
| “Arawcra 
收藏 :但 一 般 地 说 ,并 非 绝 对 收 总 . 
特殊 情形 . 若 疡 0, 则 积分 


十 习 口 入 下 
疡 证 
] 于 


十 节 全 1 工 


cd 《人 


收 兽 . 


近 人 及 | Atz)as fa <ce< 人 
存在 , 则 在 哥 西 意 尽 上 的 主 值 CY .中 .) 为 
六 玉 。 | zepaz 
一 lm [| 并 ?2 工 十 | Feeaz]， 
相仿 地 ,Y“' 己 ， | 7 《zjetz 一 im 全 CrJdX。 


计算 下 列 积分 ， 
2334. | 一空 co> 0 
解 由 于 
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一 1 ] 一 半 : 
民工 
2338. |]， 到 一 5 
解 ”由 于 
. 记 二 二 加 1 工 一 下 | 
| | no 起 
_ 工 2 一 1 |= 二 
一 本 im mn2 直 + 2m2j 3 2， 
所 雇 
二 人 人 _ 立 
上 赤 十 工 一 2 一 了 In2、 
这 代 
2339 上- 二 下 
哇 、 
解 | 二 
__ 2r 十 1 ] 2z 十 1 
了 二 十 二 二 1 十 本 地 arc tg -7 十 蕊 
由 于 
im | 天空 -二 dr 
= 一 = 十 并 十 1933 .in。 《Te 十 补 十 了 ?六 
. ] 1 
一 ] {[ 言 十 二 arC ft -| 
有 3 3 3 和 互 
24 十 1 1 2a 十 1 
一 [十 本 arct 2 | 


-22 十 1 人 巡 十 1 
im EE 上 二 5 二 1 二 3 /村 arc 二 | 


工 4 -上 
-| 地 + 本 are Tt 区 三 | 
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19 过 代 _ 和 5 
| 《和 2 十 二 十 卫生 3 


纪 
* ) 利用 1921 题 的 递 推 公式 
2340、| ”了 全 二 


和 解 ”由 于 
lim 六-<z 
和 站 1 2 -一 1 | 
1 《十 1 一 
=- im [二 一 5 十 5 二 它 - 志 ] ， 
< 
3 V3 
所 以 
+ er 2 
|， 1 十 妇 33 


*) 利用 1881 题 的 结果 ，. 
2341. | 一 王 十 1ax， 


Tt 十 1 
解 由 于 
攻 玫 十 1 
im.j ,二 十 14z 
< 一 十 由 
下 arctg = -和 
ev rzvY3 VE 
拨 以 
+ YY， 开 
| ze 二 Tez 一 少 


和 21 


*) 利用 1712 题 的 结果 ， 


三 区 
4 fT 【2 一) vv 一 妆 
他 工 
三 二 执 一 工 一 上 刚 
解 先 求 | 二 一 一 设 v 一 
1 
代入 得 
| 人 = 一 引 硒 
《2 一 寂 ) ww 一半 1 十 所 
一 一 2atrc tegl 十 己 
一 一 2arctg w1 一 宙 十 己 . 
由 于 
tj， 二 -一生 
症 十 由 让 〖《 立 一 二》 上 
= lim | 一 2arc ft w ] = 上 
四 w1 一 (一 上 一 开 j 
一 互 
= 了 ， 
所 以 
| 一 一 空 一 一 -地 
日 攻 和 一 证》 ww- 下 2 
十 呈 
2343. | 一 一空 一 一 
了 vT 直 二 十 有 


解 优 v1 十 末 十 xz 一 上 一 5. 则 当 ]1< 和 < 十 co 
时 ,1 二 vv3 所 :< 十 oo, 代入 得 


| 二 他 
了 
入 立 辫 


了 | 一 外 十 习 、 人 
站 2 t 十 TI+ vs 
1 1 3 1 2 
_ 11 In 一 >” -= 一 Infl 十 一 一 )， 
NE v 
# 牛顿 莱 不 尼 兹 公式 对 于 广义 积分 也 成 也 例 


一 co 寺 ra 
| Fryadzr 一 开 ( 十 co) 一 下 (GE 一 下 (人 ) 同和 
其 中 F( 上 + co) 是 一 个 符号 ,代表 lim_F(Cz)( 假 定 此 极 


限 丰 在 有 限 ) ,下 同 ,不 再 说 明 . 
2344. | 一 二 adz 
解 我 们 有 
dz 一 一 二 xdGT 二 训 ) 
一 5 十 要 | 5 
-一直 + 让 二 这 


加 1np 1 交 
一 一 了 二 十 二 in 十 丈 十 上 
由 于 
1im | 区 [mn 六 
于 十 姜 JS 《1 十 丈 ? Je 
牙 -十 cer 
Inz 1 了 
让 2 十 克 ) 十 3 ij. 
1 tne 1 
人 2L1 十 旺 ) 十 2(1 十 皇 ) 下 可 in 素 二 了 下 十 了 生 】 


] Ez 
去 62 十 Tj 
1 加 万 
一 lim 20s 十 了 ) 
= 一 心 ， 
所 以 


了 z 
Ine 十 本 Inte: 十 1) ] 


+ nr 
| f 工 十 工 
注 -十 和 与 六 一 十 cc 的 极限 过 程 是 独立 的 ,因此 
可 分 别 取 极限. 
2345. | -are IgET az 
mm 《] 十 工 293 王 
解 妨 一 {g *， 网 | 


| arc t 芝 ，， F『 HSecete 研 
TY 1 十 2 这 6 全 ee 计 


7 一 站. 


面 
一 《tsiny 十 cost?| 
已 


十 “ 
2346. | 2 COsDrdT (ea 人 001. 


中 < 
解 | oOS 丰 2 全 
心 


十 cc 


| 二 Geosez 十 5sinBr 1") 
| 


和 
_ 好 
好 十 可 
*) 利用 1828 题 的 结果 . 
中 2 
2347. 上 | e “Sinpredr ra 人 0D). 
十 品 
解 上 到 六 im 直人 
和 2 生 


， 司 下 7 呈 
一 slIntt 一 DCosar ar | 


本 好 十 站 
加 训 
c@ 十 中 
< ) 利用 1829 题 的 绪 采 . 
利用 递 推 公式 计算 下 列 广义 积分 (为 自然 数 ): 


1 


2348， 二 一 |. ee 一 
十 c 
解 太一 | de 
息 
十 邮 十 er 
十 | 将 
妖 


如 


也 一 工 


一 一 2re 


寺 .cm 
一 二 re cr 一 有 1， 
如 


即 元 一 2 开 -: 利用 此 净 推 会 式 玉 
一 | < 一 1 


容易 得 到 
7。 一 开 人 玫 一 1 27 * 17 < 夫 ]. 


二 民工 ， 
十 __ 人 四 
2349+ 天 一 站 ”二 (ac 一 估 >>0. 
解 了 - 好 和 十 是 3 
”2 一 fac 一 本 (az 十 2T 十 ci | 
2 一 3 4 = 
十 天 一 ] 2tac 一 束 J-， 
2 一 -和 7， 


二 
奴 
2 一 二 二 全 1)， 


二 一 2 一 17 ac 一 
生 25 


1 站 
1 wet 十 28r 十 e 


百 区 
_ sema ets lel|z 十 二 | 
ec 一 人 va 二 训 |] 
TSEDw 
本 
利用 递 推 公 式 及 天 容易 得 到 
7 一 (237 一 3C20 一 Jo 人 1 Te IsSgne 


20 一 2)(2 一 44 2 


一 (22 一 30141 。， ra Sgna 
【2 了 一 211! fr 一 辣 3 


x* 》 利用 1921 题 的 结果 ， 


上 | 本 工 
2350 了 | 和 十 1 十 有 ) 
解 由 于 za -一 1( 当 ~ 


十 1 了 十 天 
十 se 时 ), 且 关 十 11, 所 以 积分 天 收 伊 ， 
其 次 ,我 们 来 讨 算 亏 . 由 于 


sr 十 1 gz 十 五 ) 
~ 1 
Pr 《 一 1 十 1) 
上 
十 2 一 2 十 2) 


一 一 下 业 一 一 rr 
二 (1 于 


十 … 十 (一 1)" 
所 以 


] 
好 外 十 庆 3 
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7 一 二 六 cee- 1 一 2 
一 六 (一 1 yaC4lngzr 十 二) ， 
其 中 心 为 从 于 全 元 素 中 每 次 取 上 个 的 组 合 数 . 
对 于 地, 不 论 是 偶数 还 是 奇数 ,用 上 了 根 代 入 (此 处 
理解 为 趋 近 于 无 穷 时 的 极限 ) 后 均 为 零 . 事实 上 ， 


当 好 一 之 时 ， 
苹 曲 
(一 TOC 和 lnCzr 十 上 ) 
点 一 丫 


开 《如 十 2ezmsrrfr 十 2pz 如 
(区 十 1)3m( 十 3)cmoefz 十 2 一 1)ce 


由 于 
1 十 CC 和 十 十 三 加 一 三 十 丰 和 十 …… 十 三 辽 1 
所 以 , 当 严 -十 se 时 


2 
> (一 TDAC 和 ln(Cr 十 旭 一 >lnl 一 0; 


旧 一 眉 
当 ， 一 2mr 一 1 时 ， 
2m 一 1] 
> 多 (一 5460， 11nC 十 下) 
二 吧 人 笑 
一 上 环 ( 十 儿 ]cam -Tsvvf 开 十 2 一 2 和 


一 0( 当 入 一 十 ce 时 )， 
最 后 我 们 得 到 


太一 工 》 (一 Ts+tCtnkl 十 且 . 
1 全 


二 27 


ad 
wx 二 zx) 
， ET 
解 由 于 Y1 vv 
{ 当 二 一 1 一 0 时 )， 
且 户 一 六 所 1 所 以 积分 五 收 伏 
其 次 , 设 一 sint ,出 


2351. 二 = |. 


fo| 呈 


L 


下 . 
了 了， 一 | Sinozf 
总 


《2 有 一 1) 摘 。 

2 当时 

1 全 二 1 , 当 呈 一 2 一 1 时 
x* ) 利用 2281 题 的 结果 ， 


2352， 了 一 | “ 二 - 


解 设 z 一 mlte 志 | , 见 


失 


当 0 委 z 攻 十 ce 时 ,7 所 并， 


to = ， 到 
了 .一 一 一 | sinc 考 一 | cos ca 
"二 1 和 5 
他 自 


必 契 

(2 克 一 上)》14 ， 开 ， 

(2 时 
| 用 一 24 


+*) 利用 2282 题 的 结果 ， 
2353，(〔a) | Sin 可 ri 【6) | 和 Cos 计生 
入 2 


于 是 ,24 一 4 一 部 ln2， 4 一 一 广 In2, 即 


| Siny 好 > 一 | COs 旭 袜 一 一 玉 m >， 
各 话 


2354， 求 : 


时 


Si1m dr 一 CS 人 
| ee- 羡 jsinz 一 cosz| = [5 
开 1tL 


其 中 表 区 间 49, 十 ce) 中 使 被 积分 式 有 意义 的 一 切 


工 值 所 成 之 集合 ， 
解 下 -和 下 ees dx 


wsinr 


己 二 


24+07 = |siny 一 cosd| 
了 一- 


了 二 本 S1TI 了 
《在 十 二] 可 -和 |simn 一 cos 工 | 
对 于 广义 积分 | 。。 “二 dz 


iv 


AS1 二 
(4 | sin 一 DSS 
[oainz 二 coszlu。 
Si 如 于 
_ 《28 十 于 -和 cos 工 一 sin 区 
z 一 一 dr 
全 让 二 
(中 + 二 有 im 一 COS 工 
| 尼 一 一 一 一 -一 必 r 
《站 十 于) 1LD 工 


一 (34 十 于) 一 工 = 《节目 十 二》 可 
2e 全 VSRE | 坚 ”一 2 3wsiny (下 十 上 ji 
十 
可 
上 一 一 学 训 全 杂 本 由 二 上 下 


。 沁 号 多 3, 理解 为 极限 lim > 'S4. 以 后 题解 中 不 再 说 明 ， 
是 一 站 有 十 5 二 政 
430 


2355 


由 于 


,三 = 本 ， era 
2 一 站 Re 一 一 一 ， 


当 ? -> 十 ce 时 .上 式 的 极限 为 2 区 有 .ee 
于 是 ， 


人 nz 二 cosxlux = 2 六 8e 
王 WSITLT 1 一 “ 


本 二 


证 明 等 式 
| Hez+ 二 jd = 二 | AGOvaETa6Jdr， 
其 中 ae >02>>0( 假 定 等 式 左 端的 积分 有 意 闵 ) 
证 设 azr 一 全 =“, 风 
当 0< 工 所 十 co 时 , 一 ceo 二 上 二 十 co 
oz 十 之 一 v 盏 于 了 8. 
将 此 二 式 相 加 得 
z 一 充 仁 十 本 十 4 二 )， 
从而 有 
二 上 .上 十 VE 十 402 7 


< WE 十 4 
代入 和 欲 证 的 等 式 左 端 , 得 


| ez 十 全 dz 


-_ LA E 十 vv 在 十 4 
一 (ww 本 于 465) .一 22 
2 十 4a6 


站 了 
-- 二 | v 本 二 4168) .人 420d 


ww 十 de 
+ 二 三 rr 全 下) 十 YE 十 4 十 4ae ) 
ww 十 凋 
一 趟 |  ACVF 下 MD) 十 42 
ww 十 二 2 
+ 寺 厂 Fr 人 二) 。 f 十 十 v 世 十 4a5 
光 下 十 和 由 


二 | (vv 本 王权) 
YE 十 4 一 上 十 v 王 二 405 十 上 7 


v 二 7 
- 二 | 天 v 酝 二 人 5)d， 
于 是 
人 7 az 十 “jz 一 二 | 一 天 vZ 十 45)dz， 
2356， 数 


Mr = lim | Fede 


称 为 冰 数 Fr) 在 区 间 (D， 十 se) 上 的 平 芍 值 . 求 下 列 
困 数 的 平均 值 ， 


《ay .ff) 一 Sin2z 十 ecosz(r wy 2 7); 


(6) fr) 一 arc tgri 《Ba) rz) 一 wsiny 
解 〈a) 由 于 


jcsinee 十 cos2fE ww 2 7ce 
4432 


__ 上 一 cos25 二 1 十 cos(28 2 ]ae 
并 2 > 


一 上 一 二 sin2x 十 
所 以 
FFC 门 一 (im 二 Csinz 十 cos ww 2 7 
一 十 : 人 


1 ， 
Simnf2r ww 过 >》， 
A 它 


一 1m (11 一 sin2x 


了 一 中 上 著 
十 L -sin(2z wZ ) 
44 工 YY 了 
一 ]; 


《67 ATC 门 一 lm 二 | arc tc 


下 一 十 心 


1 1 
lm 11。 arc ftg 和 一 六 [Intl 十 于 *) ] 


了 一 十 co 


江 .Intl 十 产 ) 
一 蕊 一 lm 一 一 一 一 


- 工 lim -和 红  _ 一 互 
过 +om201 十 六 9 2 


6) 利用 第 二 中 秆 定理 ,得 
| VEsintde 一 Y 工 | sintds 
一 rreose 一 costzlr0 达 cs 扫 工 )， 
于 是 ， 
Aff[ 门 一 im 二 ww ESinEde 


， 人 癌 S 太一 工 癌 和 开 
一 “Ti 一 -一 一 一人. 


tv 
2357， 求 ， 
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由 3 了 


尼 侣 号 


上 w 1 十 昌 c 
JJ 


3 


1 
《a] limz| 《6) ]im 
了 一 站 了 了 人 


| je- 


《B) im n 过 ” 
] 
《r) lim :> 下 < 


其 中 ae 全 oo 为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 熙 数 . 
解 (al) 由 于 


上 
1 一 玛 和 fos 上 委 1， 
所 以 
1 一 亡 
| 2 7 村 二 1 
四 人 人 
计算 得 
了 之 ”CDs 工 
十 到 十 坪 | 上 ! 志 : 1 十 
又 由 于 
. 了 工 11 
limz[ 一 过 十 到 二 二 = 1 
芝 
limz| 一 1 十 去 | = 1 
了 工 -上 - 
页 最 后 得 到 
1 
有 zj. 1 
(6) 由 于 


三 < vi 十 坟 ， 
所 以 
上 工 训 
| ITTad > | ea = 二 ， 
加 总 


从 而 当 开 一 十 c 时 小 ww 十 站 十 ec. 
利用 阁 比 塔 法 则 ,得 


1 十 上 4 vIT 二 关 1 
Him 定 - 一 一 一 一 im 立 二 生 一 二 
工人 十 as 村 了 -十 当 芝 卫 


( 由 于 tint ,Ge9 一 1， 故 广义 积分 
| ee 人 发散. 区 而, 所 求 的 极限 是 一 型 未 定式 . 利 
用 洛 比 塔 法 则 ,得 


趟 2 
[ea 
1m 一 一 一 一 一 1m 一 一 一 一 1 
工 - 押 十 4 1n = 工 -一 十 自 


(Cr》 由于 Fa 在 上 = 0 处 右 连 续 ， 故 对 于 任意 给 定 
的 上 >0, 总 存在 3 > 全 0 使 当 0<r < 人 时 , 恒 有 


[Fe 一 CO)| 一 本 
今 又 取 0< 一 6E< 引 ,使 当 0<z 近 人 时 ,有 


zx /去 -0D) 


好 一生 
于 基 :, 当 人 
| /二 0 


籽 ， _ 
下 人 二 0 
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二 小 人 寺 让 2d 


迄 字 tx xj 冯 7 十 到 
| 
人 访 ] 十 二 一 二 十 

故 
ee 
最 司 得 到 
lim xz 一 一 lin 7 
械 -二 十 站 本 -一 十 全 
4 和 了 ua ! 
一 Jim ro ] 上 
一 im ro)| 1 _ 工 = 去 0) 
了 -至 才 站 了 人 上 
< ) 上 怖 题 (p)ftr) 中 工 一 十 0 误 印 为 了 一 
研究 下 列 积分 的 收 敏 性 ， 
十 嘻 二 2 人 
2358 | 去 二 人 


: 
解 由 于 于 一 1( 当 一 十 co 时 )， 


. 十 4 2 
所 以 积分 | ”二 二 < 收 化 . 
| df 

1 袜 学 二 
解 ”由 于 车 ， 


2359. 


1 
开 池 xz 填 1] 


二 二 个 
这 除权 ”rr 4 
也 以 积分 |， 了 收 和 
44366 


一] 当地 一 十 so 时》 


2360、| 全 ， 


2 301- 


解 当 0<z 所 1 时 lnz<0 由 王 


1 ， 一 】 

rr. 一 一 二 = = 1， 
im 一 一 
4 


所 以 积分 | 外 发 散 , 从 而 积分 | 和 也 发 散 ， 
| erzegz， 
解 。 将 积分 分 成 | zerrdxr 一 | ze raz 
二 | zernaa 
对 于 积分 | z-edr, 由 于 
zz 一 1( 当 了 一 十 0 时 ) ,页 当 疡 > 0 
时 (从 而 1 一 户 < 1) ,积分 | zx-'e-“dx 收敛. 
对 于 积分 | “ze-'e-<az. 由 于 
Te 7)》 一 一 一 0( 当 工 一 十 ce 时 )， 
故 对 于 一 切 志 值 ,积分 | ”xie-"dz 恒 收敛 
于 是 , 当 疡 伍 0 时 ,积分 
| zercax 
收 伍 


2362，| zelm 二 az。 


二 37 


1 工 
解 将 积分 分 成 | 元 呈 ]T3 工 yx 一 站 om 工 妆 r 
和 了 自 证 


十 | 放风 | it 工 wr 
了 下 


对 于 积分 | ,zlm 二 dz， 由 于 


1 1 
ntrl 一 全? 9 。 祥 Ln3 工 一 THm =| mm 于 
rej 一 夏 - 区 -一 上 一 站 rr 
让 一 工 
ln 工 
1 芝 
-0 一 并 
] 晶 
因 [一 刘 一 1， 
二 一 全 一 】 


故 | ,zim 二 zz 当 一 9 到 1( 即 9 之 一 1) 时 收 敏 , 当 
富 

一 91( 好 了 雪 一 1) 时 发 散 . 于 是 , 当 4 去 一 1 时 ， 

| .retne 二 dz 必 发 散 . 故 下 面 可 在 4 > 一 1 的 假定 下 来 


工 
讨论 | zelm。 工 yr 
自 区 


荐 户 > 一 1 可 取 r>>0 充 分 小 ,使 户 一 zz 全 一 1. 
于 是 


Linm 一”。 plns 工 一 tiom 
起 工 一 十 站 


由 于 一 户 十 =<< 1 故此 时 | zetnr 二 dz 收 笋 ， 
438 


收 食 . 


2364， 人 ac tt adrra 天 0)， 


2365， 


于 4 


心 过 


解 由 于 arctgar 一 一 arctgf( 一 ar), 故 可 设 a >>0， 
先 考 虑 积分 | 引 下 axdxr, 由 于 


。 _ 总 Ce 二 人 。 了 EC 二 位. 有 
limn rz 1 。 一 一 lim 王 ” 号 人 
了 一 灿 -二 天 一 十 由 过 

在 
. 1 十 夺 2 
一 mn 一 已， 
了 -上 总 | 


故 积分 | 于 xdxz 仅 当 2 一 1<1 即 当 2< 2 时 收 
伍 . 
再 考虑 积分 | ”sazdxr. 由 于 


arC ta 
全 


故 积分 | ae tazdz 仅 当 ， >> 工时 收 伍 ， 
| ar 8 Gyrra 天 从) 


- 
收 伍 . 
乒 lngl 十 TD 
1 了 ” 


解 。 先 考虑 积分 | ”44 二 2dz. 当 n>>1 时 , 取 a 
全 0 充分 小 ,使 半 一 4 人 > 1. 由 于 


InCG 十 zz) Ia 十 z) 6 


和 3 
故此 时 积分 | ” 王 岂 二 环 dz 收 敏 . 当 ， 1 时 ,由 于 


六 2L 十 于 十 co( 当 二 十 co 时 )， 


故此 时 积分 | ”了 QL 十 瑟 dz 发 散 ， 
责 考 虑 积分 | 人 由 于 


闻 时 


省 -十 总 机 1 
上 
aa au， 一 1 过 1 即 当 #< 近 2 时 


收效 ， 
| lng1l 十 袜 ) 7 


吕 于 
收效 . 
2366. | cx， 《3 - 


解 先 考虑 积分 | Co 由 于 


] ,arCtR 人 
| 了 了 
EN 2 十 工 " 之 人 -证 
1 
_1 1 IT 1 
一 六 JU 1T 一 人 


故 积分 | dx 仅 当 一 关 一 1<1 即 当 积 
441 


236 坟 
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一 2 时 收 各 
再 考虑 积分 | ”二 ace-tE 2dxr. 由 于 


2 十 全 
-wm maTC 了 工 
工 丰 
一 > : 
2 十 《小 工 十 ce 时)， 


故 积分 | Ce 仅 当 一 m > 1 时 收 敏 ， 


了 于是， 人 当 3 且 > 1 时 ， 积分 
和 YaTR Tt 工 


了 二 (2 站 
收 误 . 


了 人 七 们 号 妇 他 
一 和 
| [| 二 GT 1 < 0)。 


解 当 ea 关 0 时 , 设 产 xz) 一 eps azy8efT) 一 和 到， 


则 对 于 任意 的 4 > 0, 均 有 | | 7zydz| 六 去; 其 次 , 当 


站 0 时 ,zz) 单调 下 降 且 趋 于 替 Ca -一 十 e). 从 隔 得 
闫 积分 


| 导 吕 5 4Z 7 
了 工 十 到 
要 级 .至 于 当 盖 0 时, 积分 虹 然 发 散 . 
当 <a = 一 站 时 ,由 于 
六 1 ( 当 工 -十 oo 肝 )， 


故 积分 | ”Son esdz 仅 当 > 时政 伍 . 
于 是 , 当 ， 0 > 0 及 。 一 0 盖 工 时 ,积分 


2368. |， 


十 sa 
大 全 号 三 
| 二 一 一 一 -中 宁 . 
疡 


1 十 .” 
收效 . 
1 stn 工 yy 
圭 
和 解 方法 一 : 
sin rr 1 一 cos2zr 去 | 1 cos2 | 
和 开 区 上 


积分 | 径 显然 发 散 . 
又 因 对 于 任意 的 4> 1.|| coszzdz| 二 2, 且 当 < 
~ 十 oo 时 ,一 单调 地 趋 于 零 , 故 积分 


于 是 ,积分 | ”29 dz 发 散 ,从 而 积分 
| 全 S10 下 
一 CT 


发 散 . 
方法 二 : 


| 阅 Sm 袜 ， > 一 了 | 二 1 Si 们 工 | 

恰 

所 r sim 所 1 一 ] 
Sa Sinez < 过 7 


本 一 让 
工 SI 工 
二 于“ 


了 工 了 
本 大 
1 1、1 1 1 
一 页 二 TIT 十 十 玉 一 琵 各 十 琢 十 - 十 2 
一 
个 
1 .Ar 一 工 
3 凡 一 六 ， 
夏 递 增 报 列 
一 1] 
S, 一 > 天 人 一 1,2， 了 


的 极限 lim5. 是 十 co, 即 二 一 十 
于 是 ,积分 
发 散 

2369 


二 区 
解 。 先 考虑 积分 六 ,对 于 任何 4 什 ， 


由 于 


号 1 全 2 


lm rr* ， 一 
-十 站 马 1TL CS 二 


| mi| 二 = 1 
并 十 中 妆 必 总 开 


仅 当 疡 所 169 为 任意 人 以 时 收 北 ， 


二 -下 刀身 


让 积 分 | 


二 


再 考虑 积分 | 。 ,对 于 任何 这 值 , 击 于 


SiH 2 


4 和 4 和 


号]1 拉 户 2C 个 号 


己 时 
祖 “| 。，1lim 


im [至 一 二 1 


| 
交 日 


DOS 天 和 


“人 盖 


加 Ti 5 | 一 外 
改 积 分 | 。 -ce 一 仅 当 ?< 1(p 为 任意 值 ) 时 收 熏 . 
于 是 , 当 上 <1 且 ?< 工时 ,积分 
收 伊 . 


1 fr 人 
2370 | -二 2 


解 。 先 考虑 积分 |。-- 志 < 二. 由 于 


Hirn [一 蕊 


rm 
改 积分 | 一 人 二 仅 当 一 <1 即 当 呈 六 一 1 时 收 
化 . 


再 考虑 积分 | -二 
由 于 


一 下， 


一 一 -<r. 对 于 任意 的 ”， 


全 4 9 


2371， 
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im -天 二 =- -- 
T 7 


分 - 记 王 二 < 恒 收 俩 
于 是 , 当 呈 > 一 1 时 .积分 
| 人 
和 ] 一 节 
疏 北 ， 
| 二 
nr 十 -9 
解 先 考 虑 积分 | 二 宇 一 二 二 一 去. 不 妨 设 min( 产 ,9) 一 户 ， 
由 于 
im z 证 十 届 | 加 im， 1 下 一 】， 
故 积分 | 去 守 记 仅 当 <1， , 即 当 maingapay< 1 时 收 
鲁 . 
再 考虑 积分 | ”元 <E 二. 不妨 设 max(p,9) 一 9， 
由 于 
人 1 1 
Ji 一 二 二 | = .im 二 四 


故 积分 | 办 < 访 仅 当 g > 1 即 当 max( 记 ,9) > 1 时 


于 是 , 当 mink6p,qg) < 1 有 日 maxfp > ll 时 ,积分 


| 一 二 工 
由 十 


2372. 


237， 


收 丝 . 


ln 
1 一 人 工 


解 。 先 考虑 积分 三 nz dx. 由 于 


二。 


了 -二 十 必 -二 


故 积分 六 开 22 dz 收敛. 


再 考虑 积分 | 工 2 adz. 由 于 


im | Te 
- 开 


二- 才 ] 一 由 [ 
改 积分 | 开 下 dz 收 化， 
于 是 ,积分 

1 lay 
|. 1] 一 4 
收 绍 . 
到 lnftsin 人 》 

人 

和 解 由 于 
， 5 lncsinz》 
im [ 本 ] 
下 
一 lim [ | szln(sinz)j= 0 


几 积 分 |。 se dr 收 和 


im| v 艾 2 一 0， 


半生 7 


2374. | -3 
解 。 先 考虑 | 二， 对 于 任意 的 户 ,由 于 
im [cz 一 到 
。 ] 工 一 1? ， 证 一 工 1 
本 Jim [二 :| FE = [im， 1n 
本 了 工 | 
= 一 了 一 个- 和 工 一 ] ， 
改 积 分 | -二 多 当 4 < 1 县 /为 全 全 时 必 和 
再 考虑 积分 | -如果 户 > 1, 取 <>0 充 
分 小 ,使 户 一 ea 全 1 则 对 于 任意 的 g ,由 于 
1 1 _ 
1 0， 
故 积分 | ”二 5- 收 绿 ， 9 1.g < 1, 由 于 
二 | 二 
《ii 工 3 -中 十 5 加 ， 
国 ， 一 十 ， 
故 积分 | ”二 发 散 . 


于 是 , 当 疡 汪 1 且 <]1 时 ,积分 


1 
收敛 ， 
2375. | < 


工 让 mr3yfClninry 


4 


2376. 


2377. 


(3) 当 关 <1 时 , 取 盖 0 充分 小 ,使 产 十 如 挟 1， 
对 于 任意 的 9 和 > 由 于 


1 
可 


、 藻 四 
加 im 《lnzrysflnlnr7 一 十 s9， 


二 二 全 ， 
才 此 时 积分 上 CTnzry7tlnlnr7r 发 散 . 
于 是 , 当 疡 >1.2 是 任意 的 ,><1 和 当 户 一 1,9 > ]， 
r < 1 于 ,积分 


| 他 工 
。 Teglnrostlnlnzyr 


收 伍 ， 
| 
一 om [一 乓 | 六 | 季 一 as| 斌 定 一 霓 。 六 


解 ”首先 ,被 积 函数 关于 二 是 > P, 级 无 穷 小 ( 当 z 


一 上 oo 时 ) 
其 次 (不 妨 设 当天 了 时 ,ai 和 关 a)， 
工 


lim| 了 一 申 | ”一 一 -一 一 
CR ES 


到 个 由 


一 coD eic 十 cotli 一 1 2 22)， 
十 人 三 工 

故 积分 | 到 一 ae 仅 当 

>) 误 1 目 户 < 1G = 1,2 oa) 时 收 敏 . 


+ 五 
息 天 
式 中 局 Cr) 及 了 (rz) 为 次 数 分别 为 天 及 天 的 互 质 的 儿 


生 3 入 


项 式 ， 

解 ” 当 Pizl) 一 0 在 [0, 二 ee) 上 有 要 4 并 设 其 重 数 
为 rf( 闻 1 时 ,由 于 PCr) 与 己 (z) 互 质 , 故 4 不 是 
叫 wz) 的 根 . 从 而 有 


lim[ (zx 下 


” 瑟 《 芝 ] 


]=e 关 0， 


而 且 显然 在 点 的 右 ( 左 ) 近 旁 , 疡 :2 都 保持 定 号 . 由 


于 7 之 1, 帮 积分 发 散 , 由 于 


Lim [ om 
AN 瑟 (并 ) 


十 必 有 
故 积分 | Cdz 仅 当 盖 一 严 1 即 当 a > 如 十 1 


时 收 就 . 
于 是 , 当 己 ,(z) 在 区 间 f0, 十 ee] 内 无 根 且 交 汪 内 十 1 
时 ,积分 


一 忆 天 必 ， 


| 有 P。( 工 ) 


、。 天 Ceydr 


收 丝 ， 
研究 下 列 积分 的 绝对 收 总 性 和 条 件 收 全 性 ; 


2378. 全 sinz yw 


十 


和 解 ”对 于 任意 的 4 > 1, 由 于 


| sinzaz|<s 2, 旦 
当 z 一 十 co 时 ,二 单调 地 趋 于 零 , 故 积分 
| Sinzdx 
1 证 


45 


2379. 


452 


收 化 而 积分 | smzwdzr 是 普通 的 定 积分 
Saz 在 z 一 0 有 可 去 间断 点 , 故 补 充 定义 其 值 为 1 


后 ,So 可 视 为 0,1] 上 的 连续 函数 ] , 故 积分 


十 上 交 
总 1 并 
站 szaz 


二 


收 划 但 它 不 是 绝对 收 笋 的 ,事实 上 , 当 了 盖 0 时 ， 


5 六 2 由 2368 题 知 ,积分 | dz 发 散 ， 
故 积分 | “| sz | az 发 散 . 
十 os 
并 十 100 
解 对 于 任意 的 4 > 0, 由 于 | .coszdz|< 2, 且 
ww 、 
当 六 一 十 ce 时 ,二 下 0 单调 地 赵 于 零 , 故 积分 
十 守 Y Tecos 工 | 
。 地 十 10027 


收 甸 . 但 它 不 是 绝对 收敛 的 . 事实 上 ,由 于 
w rr |eos| 国人 
六 十 100 = 工 十 100 


= 于 | V 和 WeDs2 坟 
2 zz 十 100 z 十 100 


: 了 ww Ar 
是 -xz 。 工 十 下 吉 = 人 元 十 1004< 
发 散 . 仿 绍 前 半 段 证 明 ,可 知 六 ” 妆 生 cos2zdz 


2380. 


收 伊 - 从 而 ,积分 六 ” 妆 295 dx 发 散 . 于 是 ， 


并 十 100 
积分 
三 Vv 工 |cosz| 
0 二 十 100 
发 艇 . 


| zesin (rroetztd 天 0). 
恬 


解 设 上 = 好 , 则 dr 一 了 站 -de， 于 是 


字 
上 co 业 5 
| TIStNCT9 Et 一 二 | 一 1sintctt， 
恬 各 


先 考 虑 积分 | :和 -1sintz. 由 于 


， _etl e+i ，， St 
lim 人 ; 全 lsinfj = jim 一 一 1， 
1 一 十 丘 4 十 0 


故 积分 | -sinzd 仅 当 一 请 二 < 1, 即 当 
> 一 1 时 收 繁 ,又 由 于 被 积 函 数 在 fo,1] 上 非 
等 , 故 也 是 绝对 了 鸡 侣 的 . 

再 考虑 积分 | “1 站 -sinedt- 如 果 辫 二 < 一 | 


则 由 于 对 任意 的 4 盖 1， sinzze| < 2 日 (ee 
单调 地 和 赵 于 零 ( 当 上 一 十 ce 时 ), 胡 此 时 积分 
| -sinzd 收 线 ， 如 果 记 二 一 1 , 则 积分 


人生 - lsSintctr 显然 发 散 ,从 而 积分 | “全 -， 


生 避 芝 


* sintett 也 发 歼 . 如 果 它 本 盖 1, 则 由 于 lim te 一 ! 
一 十 着 : 故 对 任 给 的 4 > 0, 总 存在 自然 数 w ,使 有 
2Jvwx 十 于 全 4 有 旦 当 上 > 2 十 开 时 ,2 -> vv 
今 取 

涉 一 2 十 二 ,4 一 2Nx 十 六， 
则 有 

sintd DY 2 | sinzd 


一 ]， 


它 不 可 能 小 于 任 给 的 s(0 < < 1), 因 而 ,积分 
六 沁 Silntczr ， 

发 散 ,从 而 积分 
| -sintd 

也 发 散 ， 

于 是 , 仅 当 ~ 1 < < 工时 ,积分 


十 党 二 ， 
| sintc 
可 


收 敏 , 且 当 声 二 1 > 一 1 时 ,积分 
| 党 -sinedz 
绝对 收 笋 . 
下 面 我 们 考虑 积分 | “x 生 -sinzdz 的 绝对 收 


伍 性 . 分 三 种 情形 讨论 : 
(GD 当铺 十 上 一 0 时 ,由 于 
| 过 于 sinz| 科 本 -< 扫 扫 十 ch， 
且 | 收 化, 故 当 女 -天 0 时 ,积分 
们 党-sintdz 绝对 收 线 ， 
(2) 当 忆 二 一 0 时 ,由 于 
站 1 生 -siozla 
-六 避 |w- 
区 此 时 积分 不 绝对 收敛 (但 条 件 收敛) 
(3) 当 疡 十、 > 0 时 ,由 于 
全 | -sint| dt 
阅 | ane dt 一 十 ce， 
故此 时 积分 也 不 是 绝对 收敛 的 ， 
于 是 , 当 一 1<< 才 二 <<0 时 ,积分 
| 人 sinrdt 
绝对 收 敏 . 
最 后 我 们 得 到 , 当 -1 忆 刀 二 < 0 时 ,积分 
| rsinczeadz 


生 55 


2381， 
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绝对 收 敏 ; 当 0 去 2 < 1 时 ,积分 条 件 收 笋 ， 


hr | 十? 


解 ” 先 考虑 积分 | 研 :5dr. 由 于 


， 1， 守 in 
lim | 二 一 一 
工 忆 卡 让 T 十 汪 


= Ji 


dr (之 0)， 


主 ] 十 六 ? 
故 积分 | 3 cx z 仅 当 一 1 一 户 志 1 即 当 户 之 一 2 时 
收 芝 ， 目 是 编 对 收 策 胸 


再 考虑 积分 dx (1) 车 户 溢 9, 则 对 任 


何 4 > 站, 必 存在 正 整数 w ,使 2Nx 十 本 >> 人 县 当 zx 


2Nr 十 于 时 ,全 有 T 守 二 六 二 .于 是 ,对 4 = 2Nx 


十 本 ,4 一 2 十 六 ,有 


『 人 iD 1 f ， 
， 二 闷 sinz zj> 村 | sinzadx 
一 一 一 二 


如 全 
它 不 可 能 小 于 任 给 的 。, 故 积分 | ”sinzdz 发 胡 


(2 车 户 <0 一 1， 到 wo 使 p 直 wo<o 二 即 ， 
媳 一 &m>1, 由 于 


。 了 
[imn rz- 。 
ze 十 co 1 十 2 


| sin 区 | 


四 |sinz| 


im 下 疝 
履 积分 | ”sinzdz 绝 对 收 敏 , (3) 现 设 9 一 1 裤 加 < 
4. 先 证 | 五 nsldr 发 散 . 事实 上 ,此 时 ,可 取 如 > 
1 ,使 当 z 交 如 时 ,于 记 > 可 ; 
se 
避风 是 smz|zxz 一 十 co， 


从 而 | 三 canzlu。 发 散 . 
再 证 | ” -aas de 帮 钴 事实 上 , 若 q 一 0, 则 一 1 
< 户 <0 本 zesinx zx 


1 十 天 
一 二 | xpsinzdyz 显然 收 全 ; 若 9 >>0, 由 于 
PP At 万 一 攻 7 
[= 一 一 < 0C 当 > 充分 友 
时 )， 


faaz| 一 | cos1 一 cos4| 所 2 有 界 ， 故 积 分 
| Edxz 收 敏 -总 之 ,我 们 证 明了 : 当 9 一 1 所 


1 


十 上 


PSI 和 
一 9 时, ， 王 25dx 条 件 收 丝 ， 


和 57 


2382- 
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_ 、 + sin 
于 是 , 最 后 得 结论 : 积分 | 关 s 05dz 当 户 > 
一 2,9 盖 疡 十 1 时 绝对 收 数 ; 当 疡 全 一 2p<3s 扫 疡 
十 1 时 条 件 收 煞 . 
罗 sin| 工 十 二 | 
| -一 一 二 dz， 
站 -二 


和 解 ” 当 = 委 0 时 ,积分 显然 是 发 散 的 ， 


ww sml 十 二 | 
当 a > 盖 0 时 ,首先 考虑 积分 | 下 工 1sdzta 


> 1). 由 于 


ceos| ar 十 了 一 cos| 4 十 二 | <: 
允 当 T 充分 大 时 ,有 
2 1 一 已 | 一 nz 一 |] > 0, 故 当 工 
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sin| 工 十 过 sini| + 过] 
一 
下 
1 一 cos| 2 十 国有 


而 当 0 一， 挟 1 时 ， 空 显然 发 散 ,积分 | 


cos| 2 十 一 二 | 
一 一 :一 一 <z 收敛 ( 仿 前 半 段 证 明 )》, 故 当 0 < 2 去 


| sml 工 十 一 
1 时 ,积分 | [nz 二。 发 散 , 从 而 当 0 <> 


大 1 时 ,积分 
四 sin| = 十 过 | 
| = 二 人 
0 六 


发 攻 . 对 于 1 近 # 雪 2 的 情况 ,可 考虑 对 积分 作 恋 换 = 


[slz+ 四 ] 
| 本 二 -dx 
区 
国有 sin| :十 十] 
本 | 
= 2 上 


仿 前 可 知 , 当 0 < 近 2 一头 委 上 即 当 1 扫 半 2 时 ,积分 


工 
| 上 二 | 1 -ma<<2 时 , 程 分 


。 1 
s1T = 十 土 || 
工 
5 


发 葵 
最 后 我 们 得 到 ;: 当 0 < 扫 过 2 时 ,积分 


sin| 工 十 | 
] 一 二 
息 


条 件 收 就 . 


2383”， | tsinzdz， 


式 中 Pr 及 疡 (rz) 为 整 多 项 式 , 且 若 上 zePo(r) 
0， 
解 今 仿 2381 题解 之 . 设 
六 CT 一 Gozr 十 Qi 十 和 十 Go 
有 CT 一 Bot 十 BR 十 十 才 
其 中 于 人 是非 负 整数 ,ao 夭 0 天 0 
《让 海关 袍 十 二 可 取 a 人 0 充分 小 :使 总 一 和 们 六 
十 1 由 于 
ra 天 呈 ， 


im 


了 工 -十 必 > 


巨 古 和 本 (六 加 2 证 


开 了 TI) jsinz| 
了 人 训 


而 = 一 普 一 “> 1, 故 积分 | “元 
化. 


(2) 若 a 一 到 十 我 们 证 明 此 时 全 


一 lm 


上 一 卡 避 3 


一 总 ， 
:有 人 


了 sinxdz 钮 对 收 


产 呈 sindetr 某 


本 61 
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件 收敛 . 事实 上 ,由 于 lim 区 一 尝 , 故 存在 ds 


| ao | 


> “使 当 x 演 所 时 , 恒 有 | 茸 < 


2 
于 是 
| 辣 局 Csinz| az 
并 S1Tm 
=- 5 让 Gd 
~ ja 网 sin 一 十 oo 
二 2 人 玫 人 ” 
关 PCz)》 四 
故 | | 产 Crysinz zz 发 散 . 浊 外 , 易 知 (一 闫 十 1] 
时 》 
有 PCzDI ] 加 加 
Ps | 一 和 Taobor 
一 265oztim 1 十， 十 《ai 
一 cv 可 sy， 
天 。 
故 若 cobe > 0, 则 当 < 充分 大 时 ,| 全 cy | < 0, 函 数 
卫 -KI) 五 (和 
疡 区 减 小 ; 若 cobe < 0, 则 当 了 充分 大 时 ,| 产 - 


2 0， 函数 地"c9 2 增加 , 总 之 ， 当 二 -> 十 oe 时 ,后 必 《 荆 ) 


单调 地 趋 于 去 . 又 显然 可 知 
上 sinzdz| 芯 ?, 故 积分 | “二 严 Ce 2 sin 收 伍 . 


《327 若 ? 和 天 十 1 由 于 ”天 都 是 非 负 整数 , 放 妆 闸 ， 
因此 


如 ,车 一 mi 
人 
im FT 一 1+co 若 mn 所 mm 且 aobo>>0; 


一 ce 车 站 < 志 了 aopo < 二 0， 


人 
于 是 ,存在 4 aa 及 rr 盖 0 使 当 工 之 人 时 獒 【站 


避 


忆 有 (并 ) 


>r. 今 对 任何 4 > a ,可取 正 整 数 
矶 
N .使 2Nx 十 开 之 marf4,4 让 令 和 4 一 2Nr 十 下 ， 


4 一 2Nr 十 过 , 则 


| 五 ， 攻 站 
和 


sinrdz| 人 cr| sinzdz 

.站 三 。 人 

zw 2 
它 量 

它 不 能 小 于 任意 的 s(0 < 到 z_Y 2 ) , 故 


芝 
+ 人 
万 "Jsinzd 发 散 ， 


十 品 ， ， 、 
最 后 ,我 们 得 出 :| ” 产 Cysinzdz 当 z>m 十 1 


时 绝对 收 租 ; 当 ?一 天 十 1 时 条 件 收 义 ， 


2384. 若 | ”7Kzydz 收 伍 , 则 当 x -十 co 时 是 否 必 有 Kx) 


一 02 研究 例子 : 
< 七 cc 

c| sinfxa2yczzi 9)|. (一 1yCnczr， 
站 


解 不 一 定 . 例如 
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(Ga) 积分 | “sinCzz)dz 收 敏 .事实 上 , 它 号 2380 题 
之 特例 :请 一 0.9 一 2. 但 是 ，lim_ sin(z?) 不 存在 ! 
5) 先 证 积分 | (一 le az 收 航 . 事实 上 ,对 任 
何 4>0, 存 在 唯一 的 非 负 整数 ma 使 v 二 4 一 
vv 十 1. 显 然 4 一 十 co 相当 于 # co. 当 v 下 二 zt 
v 点 十 1 人 R 一 非 负 整 数 ) 时 ,rar2] 一 下 于 是 
| 一 1)]dx 
一 > (一 ])xdr 十 (一 (4 一 vv 
， 1 
一 > (一 1 一 一 15"(4 -一 
之 ， 二 (MD 
本 


] ， 
于 ET 递减 趋 于 0( 当 天 ~ oo 时 》, 故 


lim> (一 1 一 一 参 
ji 之 vv 六 十 二 存在 有 限 (参看 265 全 


题 前 面 的 变 号 级 数 的 莱 布 尼 兹 判别 法 ), 设 为 $. 又 显 
然 


| 一 1 一 Ya < vv 二 IT 一 vv 


时) 
只 
故 jim | (一 Deaez 一 3S, 因 此 


下 3 3 
积分 | (一 1D)ceadz 收 训 . 
妊 厂 十 


2389. 


2386. 


但 显然 im (一 1)5 1 不 存在 . 
于 [e, 交 9 上 有 定 尽 的 ,无 界 画 数 .Ar) 可 否 把 图 数 六) 
的 收 伊 广义 积分 


| Aeroaz 
看 作对 应 的 积分 和 式 
Srce)Az 


的 极限 ? 趟 中 工 | 委 s 上 委 - .+1 此 扒 工 一 证 ;+ 这。 
解 不 能 . 因为 若 cka 乏 < 所 所 是 环 点 , 则 对 于 [e) 交 
的 任何 分 法 ,不 论 其 maxlar| 多 么 小 , 当 分 法 确定 以 


后 , 设 ce [zzis 门 , 则 总 可 以 可 名, 使 SF)an 大 
于 任何 子 先 给 定 的 值 . 因此 , 当 max|4r1 -> 0 时 ， 
Ye)4Ar 不 可 能 具有 有 限 极限 ， 


设 ， 
| emaz (1) 
收获 ,函数 从 zz) 有 界 , 刚 积分 
| > (reCzjatz (2) 
是 和 否 必 定 收 伍 ? 举 出 适当 的 例子 . 


知 积分 41) 饮 对 收 误 , 问 积分 人 2) 的 收敛 性 如 何 ? 
解 不. 例如 ,积分 


< 了 6867， 


466 


收 伊 ”… 且 2zry 一 sinz 有 界 , 但 是 积分 


而 . 


人 他 


是 发 散 的 ”” 
大 积分 (1) 绝对 收 训 ,wzr)》 有 界 , 则 积分 (2》 一 定 
是 绝对 收 租 的 . 事实 上 , 设 1Pz)| 技工 , 则 由 不 等 式 
[Cr 宝 了 | .Cr 


及 | Jrezy1dx 的 收 敏 性 即 可 获 证 


*) 利用 2378 题 的 结果 . 
* xx)》 利用 2368 题 的 结果 . 


证 明 , 若 | cryadz 收 笋 ,rry 为 单调 落 数 , 则 
站 (Cr) 一 [过 | ”. 
证 ”不妨 设 -Fzr)y 单 调 减 小 . 先 证 当 闵 ea 时 ,Fozr) 六 


已 . 藻 林 然 , 则 存在 点 cc 之 ea, 便 .rcy < 0， 由 于 Ar) 单 
调 减 小 , 族 当 工 六 cc 时 ,Frzr) 扫 zc), 从 而 


| end 全 Araz = 一 =. 
因此 ,积分 
全 ArCzydz 
发 散 ,这 与 积分 | “7(z)dz 收 敏 矛盾 . 于 是 ,ytz) 为 
非 负 的 单调 函数 . 
下 面 证 明 A(z) 一 o| 十 ] -由 于 积分 


“2388. 


十 va 
| 人 


收效 , 故 对 任 给 的 s>> 0, 总 看 在 4>a, 使 当 了 >>4 时 ， 
恒 有 


reoa < 
到 2 
但 是 
| reod =- | -Apd 袜 Fry， [> 一 二 | 
瑟 冯 2 
一 二 
故 当 工 > 4 时， 
站 Sr < 
即 


im xx) 一 0 或 8zr) 一 o| 雪上 

如 果 .Fezr) 单调 增 大 , 则 可 考虑 一 rz)( 它 旦 单调 
减 小 的 , 同 法 可 证 得 .rkz) = o| 问 
* ) 。 原 题 为 ACz) = 9| 过 | ,现在 的 结果 更 好 ， 


设 函 数 .Arz) 于 区 间 0< 扫 1 内 是 单调 的 函数 , 旦 在 
点 一 0 的 邻 域内 是 无 界 的 ,证 明 若 
| remaz 
存在 , 则 
li 二 > “| = | reoaa 
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证 设 数 Fr 在 (of 上 是 单调 干 降 的 . 这 时 
lim 7 ) 一 十 co. 先 设 Asz 之 000< 近 了 工 和 过 1 时 ). 


由 于 积分 
| Aeroar 
存在 , 故 把 区 间 [o,1]n 等 分 后 , 即 得 


时 一 [| 点 十 ] 


| Fety 一 Zeodz 


< Aerodz+ 袜 川 和 |， 机 

< /cnaz+ 立川 人 了 
另 一 方面 , 莹 有 

| reraz > 231 全 | . 工 . 
从 而 就 有 


0o<<| Foodz 一 工 > |< 六 reoaz 
由 于 lim 六 ACz)dzx 一 0, 故 
litmm 卫 AH 二 | = 一 | Armaz 


司 -co 再 A 


如 果 不 满足 F(z)y 沁 0, 即 Fr) 可 正 可 负 . 则 函数 wz) 

一 fx) 一 1) 满足 民 z) 空 00< TS1), 目 同样 是 

单调 下 降 ,lim gx) = 十 =. 故 根据 已 证 的 结果 , 知 
im 二 袜 人 二 


=- | wdz， 
昨 


2390， 


生 7 委 


tmn rod 一 癌 , 从 而 im ”7 一 站， 
工 了 二 
了 


工 习 十 自 


再 设 不 存在 上 述 3. 于 是 ,根据 六 zx) 的 咀 减 性 , 知 
当 0< 芝 a 时 恒 有 Ar) < 0. 于 是 , 当 D<r< 反 了 
时 ,有 

| 7 Fe ed 


一 Te < 


22f+1 一 1 当 上 1 时 
中 Ci | 7 册 
in2， 当 声 一 一 1 时 ， 


故 C: 也 是 正 的 常数 . 
于 是 ,lzrrapgz)| < 二 ||”reod . 根据 


| zey7Gnmaz 的 存在 性 , 知 


Nm | ecod 一 曲 ， 
以 而 lim zz) 一 0. 证 完 . 
证 表 


{B] ,天 | sinzaz 一 必 ， 
证 (ay 由 于 
in 至 + 空 | 
-1 下 


《和 由 十 二 二 


一 lntine 一 Inl 十 In 一 jney 一 间 ， 


+ 一 十 卫 
所 以 
下 . 呈 . < 避 # 
-1 证 
(5) 由 于 
. 1 人 证 好 于 
un 1 一 交 一 天 ] 一 | 
加 工 2 一 芭 了 1 十 串 
= Jim | 二 nj2 十 二 | 
十 ce 
上 2 十 上 
ln| 
_ 了 1 二 一 上 | 
一 六 Jimp|3Fel= 一 0 
所 以 
+ 
生产. 一 
人 |. 1 一 工 : 0 
《p) 由 于 
Nm sindz = 一 im 一 cos 疡 十 cos) 
上 -一 十 c=w 一 由 和 十 < 
一 口 ， 
所 以 


T. 已， | sinzaz 一 0. 
2391. 证 明 : 当 实 0 有 目 上 天 1 时 


lz = V, P. | < 
上 


ne 

存在 ”>. 

、 、 1 

证 当 09 们 z1 时 ,由 于 im ie 一 0, 故 将 六 在 
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一 0 处 补充 定 六 后 成 为 连续 函数 ,于 是 积分 存在 . 
当 >>> 上 时 . 首先 注意 到 下 面 这 样 一 个 结论 : 当 a 
< 时， 
”人 


f 一 在 
其 次 ,利用 具 比 亚 诺 型 余 项 的 台 劳 公式 ,有 
ln 一 《zz 一 1) 十 [ez) 一 1 经 三 寺 ， 


式 中 Jime(z) 一 0. 由 此 即 得 


六 Caz) 一 了 
[ef 一 菇 
2 


| 


了 
] nr 了 一 】 


1 十 《二 一 1 


上 述 等 式 右 端的 第 二 项 在 工 = 1 的 附近 保持 有 界 , 且 
对 于 任意 的 z 值 连 续 , 因 而 是 可 积分 的 . 第 一 项 的 “ 主 
值 ” 如 前 所 述 , 它 是 存在 的 . 

于 是 , 当 幸 0 且 开 关 1 时 ,rz 存在， 

* 》 诛 题 误 为 “ 当 工 莹 0 时 ,……” 


求 下 列 积分 : 
十 避 这 
2392，7.P.|， 二 衬 -7 
解 ”由 于 
， 1 二 地 3 二 区 
im [上 左 一 37 十 妈 +|- 2 一 3r 十 2 
Eee 


4472 


| 斌 王 
二 zy 一 37r 十 二 


] 一 后 
lim tn 和 一 In2 十 In 二 一 n 
下 
六 一 2 
+ 划 |* 王 3 虽 工 十 也 
， E 十 1 1 十 昂 
一 由 m ImT 一 一 tn2 十 二 一 
十 和 
= 一 ln2 = 和 mn， 
所 以 
二 好 工 四 
7 元 一 3 二 3 
2 要 人 
2393，7. 关 和 
解 由 于 


. 1 2 达 r 
im (|， 交 Ln 区 十 | 2 


b 


一 mrln|lngtl 一 s| 一 Intln27 十 infln21 一 Imn|lnt] 
一 上 个 


十 Ey> 门 
na 一 el | In(l 一 6 
一 Limlin| netT 二 oj 一 惠 |Lmind 二 ae 

二 1 
1] 一 万 
一 ln | nm 一 一 一 | 一 是 1 一 
AP 十 上 ] 
1 十 < 
斯 以 
v.P. de -~ 
1 隐 ]m 区 
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十 
2394.T， P.| dz， 
解 ”由 于 
， ta 1 十 立 
mn -5 十 2 


一 _im [arc tE 百 一 are t 名 (一 卫 ) 十 JIndcl 十 要) 
六 2 


1 
一 王 InCl 十 2 ] 


一 2 lim arctgpa 一 和 
由 一 下 二 


2395，V.P. | are tgzdz 
解 由 于 


由 
linm aTC ft 宅 区 t 工 
和 本 一直 


一 lim [Fearc tt 一 《一 由 )8arc tE( 一 吾 ) 
由-P 十 so 
了 工 了 :一 
in(l 十 刀 ) 十 lnkl 十 多 一 0， 
所 以 


十 后 
7.P.| atC ft 全 工作 工 一 曲 。 


s 5， 商 积 的 计算 法 


1” 直角 坐标 系 中 的 面积 ”由 两 条 连续 的 曲线 = yzr? 和 > 一 


3aztTJfoyaztz) 空 2 与 Or 和 攻 的 网 亲王 线 了 一 a 和 了 一 “所 图 司 的 面 
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各 交 一 凡 : 站 ;五 :五 【图 生 。 14> 等 于 


操 一 case 一 TCD]d 伍 - 
的 面积 “着 zx 一 z(O.y 一 yCD50 扣 
z < 了 ] 为 一 逐 段 平滑 的 简单 封闭 曲线 
女 的 参数 方程 式 , 面 积 3 表 由 此 曲线 所 
围 在 它 左 出 的 面积 (图 4. 15》, 则 


种 一 一 人 ou 3 CE ez 
刁 


围 4.34 


一 | enycoa 
或 
1 蕊 
S 一 了 | rr Gy 二 row]d 


图 4.16 


学 昌 二 有 昌 音 国 量 


一 4 和 ?一 户 所 围 成 的 面积 S = 45( 图 4. 163 等 于 
宇 一 于 | -pa 


“396. 证 明 ” 正 抛 物 线 拱 的 面积 等 于 


十 75 


一 革 
S 一 王 抽 ， 


式 中 心 为 底 光 为 拱 的 高 (图 4. 17). 
证 “” 设 扫 物 线 的 方程 为 
3 一 4f 十 号 了 十 姜 ， 


则 当 一 士 4 时 ,得 


2， 上， 
?一 7 十 5 十 姜 一 癌 ; 
当 并 生 总 时 ,得 
?yy 一 ( 一 晴 . 
解 之 得 
芝 看 
么 一 一 下 二 一 0， 
所 而 图 4. 17 


丸 一 一 生 xr 十 丘 . 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
由 一 亲 一 如 z| dz 


下 
了 


-- 2| hz - 篇 ] 一 于 坡 . 


求 下 列 直 角 坐 标 方程 拟 表 曲线 围 成 的 面积 * ). 
2397。az 一 吕 2ay 一 工 2. 
解 如 区 4.18 所 示 , 交 点 为 
ae) 太 CC0,0)， 


在 第 四 章 的 这 一 节 和 和 以 后 各 节 都 把 -一 切 的 参数 当 作 是 正 的 ， 
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所 求 的 面积 为 
5 用 二 -到 


『 全 了 工 s 
一 GD 2 


量 
外 
卫 


一 人 
一 护 . 
2398. YY 一 工 避 十 4 一 2. 
解 如 图 4.19 所 示 , 交 点 为 图 4.18 


了 ) 
所 求 的 面积 为 


站 -| [2 一》 一 人 人 
- 


了 了 1 
= |2z 一 二 一 到 | 


| 
由 


2399. 7y 一 2r 一 和 于 代 十 ?一 0. 
解 ”如 图 4. 20 所 示 , 交 点 为 
4443， 一 3) 友 CC0,0)， 
所 求 的 面积 为 


忆 一 | ccezz 一 区 一世 一 下 ) 寻 他 


和 
2400. 3 一 |lgzrl,y 一 0 民 一 01 一 10. 
解 如 图 4.21 所 示 , 所 求 的 面积 图 4, 20 


为 


和 7 


| 1 办 
一 2lge) | 轩 4. 21 


一 9.98 一 中 1lge 
二 有. 38. 
2401，y 一 yy 一 工 十 snzrC0O 扫 挟 开 ]. 
解 “所 求 的 面积 为 


S= | cz+sinzz 一 mdz 
心 


_ | 工艺 
一 | 7 sin2z| ,一 六 
上 了 
2402. yy 一 有 二 == 了 . 
解 所 求 的 面积 为 
| dr 
加 | ， 人 十 4 一 2 im ， 二 十 了 


一 203 。 lim 二 arc fg 六 一 me， 
互 十 次 = 1 
解 所 求 的 面积 为 

5 一 4 二 VE 二 dx 


2403- 


生 7 呈 


2406，4z3 十 28zry 十 丰 开 一 104C 一 站 人 > 0). 


解 和解 此 方程 ,得 
一 三 一 ww 且 一 人 (4 一 1) 
以] 一 人 
尺 


一 瑟 坟 十 郊 且 一 习 人 4 一 1) 
2 


， | C 
当 尼 和 (4 一 1 六 0 即 | 守 A 二 京 时 ， 


1 达 .9 才 有 实数 值 . 


设 
1 
由 人 一 后: 
则 所 求 的 面积 为 
S=| -ypaz 
= 辫 | vaC 二 可 Jrdx 
= 长 VAa5 二 可 | vm 二 adz 


一 2 CI 
志 4C 一 厂 7 2 一 本 
-3 
2407， 兰 一 2 一 一 ( 草 时 线 ),z 一 2a， 


解 ”所 求 的 面积 为 


十 ，， 站 
一 二 上 
L6a |. (本 十 


4 名 


] 


册 
Te 上 1 
162 mn， [天 二 1 [本 十 1 


1 
下 [8 十 jd 


- 了 5 
一 16a# Jim 【总 arc { 站 六 一 8 十 1 


芋 
和 (zt 十 1 


一 3rrz 


， _ 二 
关 》 设 上 一 雹 二 了 


* < ) 利用 1921 题 的 递 推 公 式 . 
妈 十 wa 一 
人 


机 时 本 


笑 


2408. 工 = aln 
一 ve 一 到 ( 电 物 
线 )， 
3 一 昌 . 
和 通 如 图 4.24 所 示 ， 
所 求 的 面积 为 


一 22 lm Im 和 十 
dr 十 由 由 二 
-红学 v 本 二 交 
一 2a lim | yn 2 二 ve 一 罗 
芭 中 人 


4 各 1 


2410. 
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荐 


十 earc St 之 | 
本 


= 讶 二 二 
所 或 的 面积 为 


之 


几 
2 mm， | .2 
和 六 十 


二 了 
设 上 一 六 


于 


3 一 “上 SInTryy 一 0fz 


解 


基 0 时 ,由 于 sinf 在 Cry2ry， (3 4 
中 的 值 为 负 , 而 在 (0,ry》， (2r ,3 六 7) ， 
“ 中 的 值 为 正 , 故 所 求 的 面积 为 


1 7 2T) 
《2&T:. (2R 十 上) 区 7) 


由 


| 


ax > 4 天 -2 一 2)， 


ct 


lim arc fgt| 一 
上 一 =- 十 己 


如 ) 


十 六 


百 包 开 


提 天 十 二 


令 sinz 一 0, 担 二 一 上 (一 0, 十 j, 士 2,…), 当 


下 
| 民工 全 位 一 和 工人 
外 机 


9 可 
十 | 已 一 位 站 肆 汪 一 


e- 


] 3 
Be SI mr 十 和 


TH 和 过 全 


已 SCOs 交 ) 


(CT 2 十 


〖 生 二 和? 亚 


昌 


一 上 5 _ & 十 1 。 了 一 《 二 十 1 机 开 
一 mm 之 t) 5 Fe cos( 吓 十 ]) 元 
一 ee 4rCOSs 天 并 


一 iim > ， 工 * 【 一 1 70 一 ] 3 二 1 人 人 


了 工 lim > ， Fe 一 ct+rDa -et 籽 ] 
2 了 


昌 一 】 
二 limf 1 二 26 De 


一 二 上 二 ao 
一 本 lim [1 十 2 Te ] 
_ 工 2e ”1 1 . 马 十 1 
= 二 [1+TI2 二 -二 


] 开 
一 2 ch 广 一 日 - 串口。 


2411， 抛 物 线 六 一 2z 分 国 天 

十 天 一 8 的 面积 为 两 部 

分 ,这 两 部 分 的 比如 何 ? 

解 ”抛物线 光 三 22z 

和 圆 兰 十 开 一 8 在 第 

一 象限 内 的 交点 为 
44(C2，2). 

设 这 两 部 分 的 面 私 

分 别 为 5 及 35:( 图 4. 
25) , 则 有 


3 2 
1 一 引 | VS8 一 入 一 号 joy 


43 


z 
-直立 v8 一 交 二 arcsin 二 一 去 2]| 


岂 站 ww 避 站 
一 二 
一 2 十 本 
这 
Le 生 | 一 er 二 
号 ;一 8 [和 < 十 了 | 一 = 了 
于 是 , 们 之 比方 
二 
5 人 3 3 十 
心 z 6r 一 二 9 一 2 


2412， 把 双 曲 线 王 一 至 一 24 土 的 点 MGzy) 的 坐标 表 成 为 双 
曲线 户 形 3 一 Oad 好 面积 的 函数 , 这 个 肩 形 是 由 双 钠 
线 的 弧 Mr 好 与 二 射线 OM 及 OHMY 所 围 成 ,其 中 邓 (z， 
一 y) 是 对 于 Or 轴 与 邮 对 称 的 点 ， 
解 如 图 4.26 所 示 , 则 有 
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2413， 


二 一 ae 
以 (1 式 代 入 王 一 江 一旦 中 , 易 得 


三 
并 一 一 ae 


由 51) 式 及 2) 式 , 解 得 


求 由 下 列 参 数 方程 式 所 表 曲 线 围 成 的 面 称 : 


并 一 4 人 一 sint)yy 一 2 一 CostifD 扩 
线 ) 及 ?了 一. 

解 所 求 的 面积 为 

轴 | sa 一 COSsfJ GT1t 1 一 COSsEDyctt 
出 


上 二 性 白 当 呈 


| 


2 。 
| 1] 一 2cost 十 jd 
性 


了 可 


一 o| 闻 一 2sinu 十 Ta 


站 


了 一 人) 


一 3rxa 


《1 1) 


《2 


< 妇 2r 把 
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由 此 可 见 , 所 求 押 线 一 拱 的 面积 等 于 原来 母 圆 面 


积 的 三 倍 . 
2d14， 工 一 站 一 下 ,yy 一 
2 一 辣 ， 


解 当 : 上 一 0 及 2 
时 ,一 台 ,y 一 间 
当 0<r<2 
时 ， 
了 
3 
当 上 <0 时 ， 习 和 27 
人 
下 
当 : 全 2 时 ， 
工 拓 蜂 ， 
了 扫 、 昌 ， 
如 图 4. 27 所 示 , 所 求 的 面积 为 


了 
中 = 一 | 《28 一 和 下) 2 一 站 ce 
力 


= 一 下 他 一 3 十 3) 上 
屿 
总 
15 
刀 4 工 一 afcost 十 4Sinty,y 一 afsint -一 fcCoOst) [LO 挟 < 雪 
2x]( 圆 的 新 伸 线 ) 及 工 一 ay 后 . 
和 解 所 求 面积 为 


了 下 
由 一 一 | 人 (SEE 一 ECDOst] ，Gt COSL 
让 
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= 一 | 工 is 十 了 iszsinet 十 工 icos2 


人 和 之 

1 . 多 
一 霹 sin2z| ， | az 
一 (4 十 377 一 | nd 
3 aa 


其 中 | yaz 表 灌 着 从 点 Aca, 一 2ra) 到 点 Ba ,0) 的 
直线 4 上 的 积分 . 由 于 在 4 号 上 了 三 a, 故 dz 一 0, 从 
而 | _ yadx = 0. 于 是 ,得 

3 一 所 (4 十 3r)， 


2 0， 工 一 af2cost 一 COs2f) 7 一 (2sinl 一 Stneozty， 


和 解 所 求 面 积 为 
中 一 十 | czyv 一 TI ed 


辽 亩 
二 | COSE 一 尼 吕 二 2 人 2CDSE 
必 


一 2eos2) 一 [28 一 St02z) 
* 坟 一 2sint 十 2sln287 7] 


| 


守 开 . 
ao 《一 COsreogs2r 一 SIntstn2r7G 
卫 正 
一 | 《1] 一 COstTecii 一 有 rz 
册 


立 
2417、xz 一 一 cosz :y = 厅 sinst(e = ea 一 Bz)( 酉 圆 的 斯 慑 


瑟 
线 ). 
解 如 图 4.28 所 示 , 所 求 的 面积 为 
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克 村， 
呈 一 和 二 sin3i 
而 


， 2E-coszrsinrd 
一 | ne 
【1 一 si 经 
_ 3xe” 
gcrp 
求 由 下 列 极 坐标 方程 几 ， 
式 所 表 曲 线 围 成 的 面 
积 沪 : 
2418， 王 一 azcos29 

《 双 纽 线 )， 


解 旭 图 4. 29 所 示 , 所 求 的 面积 为 


图 4. 29 


败 一 4 半 | arcos2pdg 
一 人 2. 
2419.， 7 = at1 十 cosp( 心 脏 形 线 )， 
解 如 图 4. 30 所 示 . 所 求 的 商 积 为 


四 一 人 。 二 | asd 十 cosf2izp 一 和 
2 JJ 之 
二 宫 呈 


六 产 dp 
一 2 (1] 十 ECDS 人 人) 
-oa 

0 《ji 十 SCos 的 ) 生 


设 
cg 六 一 了， 
并 记 
> IT 十 < 
们 ”二 ] 一 E， 
则 有 
| dy __ 2 人 52 十 17 
{] 十 Ecos 和 7 (1 一 KE 十 加 7 
2 
《1 一 e)2J 到 十 全 
281] 一 | 
十 《1 一 号) 让 《本 十 全 2 
一 -2 
af] 一 ET 帮 避 
十 | 
《一 中 和 22 直人》 


是 
+ 蘑 arC 二 十 已. 


当 0 委 9 过 站 时 ,0 委 上 < 十 co 从 而 得 一 广义 积 
分 ， 于 是 ,经 计算 得 


芝 《了 一 三 2 3 光 
= | 一 乓 )2 十 2a5fl 一 2 产 
Am 起 
(1 一 名 汪 


*) 利用 1921 题 的 递 推 公 趟 . 
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2423. 六 一 让 人 全 有 太一 cfcos 有 十 sin 几 | 1M4( 了 7 
和 解 ”如 图 4.32 所 示 ， 
| 号 41| 一 民 ， 


开 


a 一 一 本 ， 
阴影 部 分 即 为 所 求 
的 面积 . 

曲 线 世 一 


CCOSY。 


:oO < 3 


了 一 GEeCDS 名 图 4. 32 
十 SIn 镶 ) 。 


所 求 的 面积 为 
3= 卫 | 号 


人 (rr 一 1) 
二 


2424-， 求 由 曲线 9 一 raretgr 及 二 射线 ?一 0 及 9 所 转 
成 之 户 形 的 面积 , 


解 当 旨 由 0 变 到 一 


cd9 一 | 十 arctgr 
所 求 的 面积 为 


心 一 | 7 2 


1 w 
-让 


和 自 
十 二 | -akcosy 十 sino)2d9 


从 0 变色 3 ,而 


三 六 。 


入 3 


1 十 拓 


十 天 arc tgr | 三 
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ww 


一 二 天 一 二 Indl 十 十 阁 rare ter] 
6 和 
1 _ 1 工 3 
一 艺 了 ln2 十 B 
2425， 求 封 困 曲线 
2 四 
十 二 人 了 十: 


所 包围 的 面积 . 
解 ” 当 曲 线 封 财 时 ,上 由 0 变化 到 十 ce. 所 求 的 面积 为 
上 工 的 __ 癌 昌 坟 
s= 艺 | Pad9 一 2raj|。 二 二 局 5 下 7 
， 1 6 人 ] 
2rez im ||， 4 十 一 了 了 


1 
+ | ,二 近 有 | 


一 2 
2ra om | 4CT 十 贡 下 


五 


一 到 .1 让 | 
并 1 十 毕 | | 


| 1 一 邓 |. 
二 
蛮 为 极 坐 标 ,以 求 下 列 曲 线 所 围 成 的 面积 ， 
2426，z3 十 吕 一 3azyf( 稍 卡尔 叶 形 线 )， 
解 产 (cosip 十 sin3 倍 一 3aricosgysiny， 


于 是 


一 殉 他 


3eslingeos 
sin 人 十 eszg 


当 多 捷 [0, 子 j 时 ,- 关 0, 且 当 多 一 0 及 9 到 时 ,r 一 
二 号 


0. 所 以 ,从 8 一 0 到 9 一 六 , 叶 形 线 位 于 第 一 象限 部 分 
所 围 成 的 面积 , 即 为 所 要 求 的 面积 (图 4. 33) 


* 计 82sin 旬 cos 旬 1 

fsin3f 十 COs 5 

十 = 2 司 了 
和 《1 十 如 7 


后 


一 1 
遇 3T 干 |。 


3e 
本 
# 了 设 训 g 一 上 志 
2427.， 2 十 刘 一 (z 十 并 ) 


和 解 msind4p 十 cos4g 国 4.33 
一 Cr ， 
于 是 
-vv2a 
vv 一 simn5By 


如 图 4. 34 所 示 ,所 求 的 面积 为 


让 9 


| 
恬 
书 
了 
1 
号 | 本 
[iu 
| 
和 
| 
hh 


2 | 一 一 + 1 jz 
ww 了 Joiw2 一 sint 2 十 sint 
ve|2are cg| vtg 二 一 1 


二 2arc te| /ztg 二 十 吉 | 


所 


由 8 号 


一 2w2atarctgfv2 一 1) 十 arctgfw 2 十 17) 
一 2 22 7 一 WwW 2 TeG2， 


和. 3 图 4. 35 
2428.、 (rz 十 o2)2 一 2azzry( 双 纽 线 )， 
和 解 六 = azsin29( 图 4 35). 
所 求 的 面积 为 


省 一 4。 工矿 asinp = QQ 
化 方程 式 为 参数 式 的 形状 ,以 求 下 列 曲线 所 围 成 
的 面积 : 
2429，z 替 十 好 = a 双 (内 摆 线 ). 
解 设 
工 一 Geosyy 一 在 Sin3t， 
其 中 0 扫 上 所 , 它 对 应 于 四 分 之 一 的 面积 . 所 求 的 面 


积 为 其 四 倍 , 即 
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上 一 4 > 民 了 一 直 .一 3d28Si1n1ECOS2 Dedz 
” 到 


号 


一 12a| (siny 一 Sin 好 5 一 8 
上 


2430，， 旭 4 十 妈 一 02r3y。 


解 设 
入 二 
则 曲线 的 参数 方程 为 
他 下 
。 二 (co 二 二 十 co) 
四 
”十 二 

利用 对 称 性 知 , 所 求 的 面积 为 


站 立 二 
SS 一 一 ?| Qt 241 一 3) 


1 十 昌 1 


_ zi| | ”人 
1 Te 4 


十 om 
-让 ( cd: 
因 为 


人 
《Q 十 号 、 
人 


”人 十 1] 一 4 地 人 十 丽人 ”1 


《好 一 号) .一 


一 一- 一 本 
页 十 二 4 认 寺 554 ， 


所 以 


全 引 5 7 
， 人 订 二 8534 


d495 


车 
于 


站 
十 二 | 一 本 5 


5(1 十 吕 关 | 上 二 部 4 


十 5 下 二 
加 了 |. 《1 十 到 
于 是 


有 ar 全 
可 十 站 54 


人 0 
《ee 十 瑟 r4]m ] 


下 十 上 


证 
da( 夫 一 Te 十 上 rm 
上 二 za 一 拓 一 | 证 下 。 
4afza 一 1) 」 (ae 十 5zt)2 1 
所 以 
十 呈 玉 
上 《了 二 
村 十 c 
8 二 号 |. 订 二 ed 


十 ce 
外 sd 


加 车 + 
[| 十 1. 二 
可 科 2 1 
加 0 1 十 # f 
于 是 
_ 工 | 
”” 和 由 1 十 
利用 
王 
| 一 区 


生 96 


一 ] 人 和 2 二 
4wzl 红 十 zz 十 1 


十 2atrc tg 1 一 2 十 


考虑 到 上 述 式 子 右 端的 函数 arc tg ] 2 在 (0, 十) 
中 的 上 = 1 点 间断 ,并 且 
ww 2 


. 和 江 
Mai- 一 到 
及 
Hrm arct 2 一世 
f 一 1 一 了 名] 二 天 之“ 
于 是 
十 - 呈 了 寺 有 +| 让 
|. T 二 一 | 一 1 1 十 日 
一 1 
一 | 1 人 Hor t 放 2 
迁 ww 之 基 十 27 十 1 一 六 | 1 


] | 三 一 vv 3r 十 1 
十 ii 二 立 < 工 - 
4 ww 2 


*) 参阅 "函数 表 与 积分 表 ”(IT. M, 雷 日 克 ,H.C. 格 
拉 巷 什 坦 ) 第 64 页 “(2. 1337)2” 


* #) 参阅 同 书 第 64 页 “(2. 133)71?， 
< # %)》 参阅 同 书 第 64 页“(2. 13273?2， 


6， 中 长 的 计算 法 


一 rta 生 二) 
上 一 盘 弧 的 长 度 等 守 


:一 上 YY 1 十 多 信人 1 


时 呈 有 呈 由 得 和 只 于 


式 中 zf 人 (790 为 在 闭 区 间 C ,7 内 可 微分 的 连续 函数 , 则 曲线 C 的 弧 
长 等 于 


一 | ww 
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+ 了 | w+A+ | 
LA 
2 十 jz 十 尼 
本 ， 
2 


2433.， ? = ach 地 从 点 4(0,a) 至 点 互 (6, 天 ). 
解 ”所 求 的 驳 长 为 


内 占 
:一 | VITsh: 三 dz 一 | ch 工 dx 
心 他 好 { 
6 


全 
一 sh 一 
如 


工 必 
提 


十 户 |n 


一 ash 袜 一 v“ 和 一 二 ”， 


外 


关 》 由 于 大 一 ach 二 , 故 sh 之 一 ch 一 一 1 


2 说， 7 一 寻 人 扫 工 扫 )》. 
解 ”所 求 的 弧 长 为 


本 站 w ] 十 e 和 他 工 


一 MTTm+T3 宫 当主 | 
2 vi 十 e 十 ] 


IT 二 本 一 vV 了 上 JTno 十 一 1 
2 ve 环 十 1 


了 0 


外 


5 总 


2435. 


2436. 


2437， 


2438. 


YY2 一 1 
“2 十 1 
一 V2 十 v1I 二 en 
ml 二 一 人 1 十"， 
1 十 了 
2 一 二 半 一 六 lnyG 委 > 拟人 
解 所 求 的 驱 长 为 
| 这 一 去] 
站 e- 十 工 
一 一 
3 一 aln 0 乓 z 雪 6<< 
_ ,2az 三 一 外 十 工 
解 一 了 2， 1 十 3 一 
所 求 的 红 攻 为 
“一 @ 十 Ttrz 一 aln2 十 2 2 
me 一 光 如 一石 
3 一 1ncos 工 0 所 z 安 a 忆 吾 |， 


解 


= 
ne 十 Ya 一 沁 _ “2 一- /本 二 (0 才思 义 
v 配 二 六 


所 求 的 引 长 为 
3 一 | 十 [本 夺 人 


四 蕊 ， 马 
=- 上 | =Intg|z 十 | ， 


人 


友 一 


二 工 1 
多 1+ |[ 守 


0 


所 求 的 强 长 为 


汪 全 人 
5 一 | 2dy 一 ah 三， 


2439，>y 一 osz 之 
解 ”如 图 4.36 所 示 . 


设 y 一 4, 得 
__ 2 

E 十 莽 ” 
四 
”一 1 二 竺 


当 0 雪 工 迄 晤 a 时 ,0 扫 : 


< 妇 vv 5 一- 半 弧 长 )， 
了 1 一 十 吕 上 
! {2 十 ])” 
| _ 2et 十 6at 
呈 ( 绊 十 1)， 


-了 2 vt 十 4 
W 中 十 东 汪 本 十 1 。 
所 求 的 弧 长 为 
:一 2ar vw 拉 十 4 
尼 


图 4. 36 


本 


3 信 2 sinbdbg 
5 cos tt 十 3sin2D) 


5U2 


wm 


四 
_ 32ajJ3 .1 3 v 
四 16 二 

w 3 | |， 
-iell+3vSmlt+ | 
* ) ， 原 题 误 为 * = 元 蕊 一 , 现 按 原 答案 子 以 改正 . 


##k) 设 t 上 三 2tg 
# 区 X#3 设 & = 一 ecost 


2440、 太 十 好 一 oa4( 内 摆 线 ). 


解 y -一 .vi 人 2 
所 求 的 弧 长 为 


节 了 
2441，z 一 宁 cos2,y 一 于 sinte 一 笃 一 区 (本 贺 的 渐 届 线 )- 


解 AT 十 人 


3c7 ， 。 
一 -一 Slimtcosl ww 贡 2Ceosst 十 达 汪 in2z， 


1 由 
所 求 的 弧 长 为 
呈 本 
四 引 ”sintcost VBFCO55 十 5Sin5dt 
二 la 立 z _ 站 ， 了 王 到 
Seedaz -一 呈 ) tP 十 《2 耳 * SITL 站 宇 | 
Ce 一 六 )》 
吕 些 “ 
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2442+， 工 一 4eostly 一 CdSImne 


解 1 十 如 生 


一 4asinicost weostt 十 sin4z. 
所 求 的 旺 长 为 


| 4asinrcost weDS4 十 Sitdzctt 
履 

， 一 
za| 妆 2 sin 一 二] 十 闻 d 


, 
-| 吕 了 
相 


| 


可 


1 1 
2 --- -= 
SS1t | 


AAACOS4E 十 Sn 好 


。 1 
sin 好 一 一 


| 
2 


十 


] 
4 v 
] 
十 Ai 0OsS 十 Sin ) ] 
心 


一 0 十 -二 nd 十 3) ja. 


2443， 工 一 汪 0 一 sint)y 一 G] 一 cosilf0s rs 2r)， 
和 解 ”所 求 的 弧 长 为 


引 可 
3 一 | wa] 一 Cos 十 呈 2Sinseet 
心 


2T . 
一 2o| sin 一 节 ! 一 8a. 


2 

外 

2444， 并 一 afcost 十 1ainty,y 一 atsint 一 tceost)f0 挟 了 势 
2r) 贺 的 渐 伸 线 )， 
解 工 一 atcosty Wi 一 tsint， 


则 or 十 人 一 习 革 。 
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所 求 的 弧 长 为 


下 可 
3 一 | 人 一 222， 
让 


2445+，z 一 atshz 一 站, 
/二 4 十 人 一 24。 wehz 一 chz. 


解 
所 求 的 踊 长 为 


3 一 | Da wechi 一 chtctt 


| 


| 


并 
# 关 ) 设 昌 一 tgiz， 
其 钵 其 小 vIT 于 cePT 一 /ch 本 
2446，r 一 4a8f 阿 基 米 得 螺 线 )(0 委 p 和 25) 


hb 开 刁 
ze| y 下 十 
二 


妇 
T2d2 
四 


省 FCE 1 且 


2 ze| 


3 VE 


CS 


sin zx / ， 
酝 可 
节 CDS3z 


一 立 In te| 王 十 三 | | 


w2atwcehT ，wv1 十 ch 一 2) 
warinf we 天 十 vv 十 ch) 


一 lnfl 十 v 2 四 
2 


一 w 2aln 
设 吕 一 chi， 


所 求 的 跌 长 为 


ch 。 wephT 一 1 
是 四 昌 了 
VEch 二 十 VE 


Ya 十 1 


一 Qtfehi 一 100< 上 < 了 了 )， 


are 二 “AT 
于 
生 
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:一 | W 他 十 和 
遇 
-人 全 -FTT+TJn+ vFTD| 
= ax vT 干 这 十 考 In(2r 十 VI 干 1) 
2447， 六 一 ae 人 0)7 当 人 <r<a， 


解 0 一 rr 一 6 一 上 中 所 六 < 小 
所 求 的 红 长 为 


由 
5 一 | We2o9 十 CEeeefed 人 
必 
一 Q&_ ww 和 十 革 | emfi 人 
Y 1 十 二 


心 
一 一 ] 四 炉 上 允 
lim Le pp 


2448，、* 一 GCC1 十 cos 的 ). 
解 v 且 十 ri 一 2acos 二 ， 
所 求 的 绪 长 为 


5 一 ?| 2a cos 芋 dp 二 8a. 
0 2 


2 
心 


2449， > =- 


户 区 
1 十 cosy ?| 私 汪 


解 /一 户 SIn 信 

《1 十 cosg)2 
2pcos 至 
7 2 
w 辣 十 六 一 CT 下 os 何 开 


所 求 的 驱 长 为 
5 全 右 


色 
[ 卫 户 CDs 四 = 
:| 二 让 80 dz 一 


一 引 see 且 [ 十 ftg 0 


-下 


四 sec 
-pa 至 十 殖 j+ 5 sec 六 一 1 
一 序 n| sec 对 十 起 革 j 
省 


一 上 vv2 十 In(wv2z 十 1)) 
2450，* 一 asins 卫 . 


解 v 和 天干 r 一 asin 全 (0 扫 9 挟 3m( 图 4.37). 
所 求 的 呈 长 为 
站 一 | ssin dg 

_ 3ra 

= 2， 
我 们 甚至 可 以 证 明 
1* 弧 45 为 OABC 的 
三 分 之 一 ; 图 4. 37 
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2 0 4 ,BC 之 间 依 次 是 等 差 的 ,其 公关 为 只 3 
不 仅 如 此 ,我 们 还 可 证 明 更 一 般 的 情况 ， 
曲线 r 一 csin"| 委 ] (" 为 正 整 数 ) 之 全 长 为 


《2 一 2)11 
_ 24 当下 一 2 时 ， 


加 下 T 1 
Cra, 当 于 一 ?站 十 1 时 . 


2461.，y 一 ath 了 (0 < 七 六 二 2)， 


解 扩 ! 二 人 四 ] ， 
chz 帮 
六 十 关 一 < 4shz: 生 chz 硅 十 主 
2ch: 到 
了 
一 wsh 9 十 ] 
20h: 于 
2 
echp aebhy 
2chz 于 1 十 chop 
| 
| 1 1 十 | 
| 
一 如 本 > 多 
2chz -一 
所 求 的 绝 长 为 
1 
卫 计 1 __ 立 下 
一 一 th 到 
” 站 | zchz 六 49 一 c|9 中 攻 和 
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2454. 


一 | wT 一 ESsIncd， 
对 于 正弦 曲线 ,其 一 波 (z 由 0 到 2re) 之 长 为 


32 一 | ,1 十 . zeosz 豆 dx 

一 | ww 十 ecos 引 

一 | ww el 一 5 

一 站 1 一 SiS 
所 以 s = 2 本 题 得 证 . 
抛物 线 4ay 一 妇 治 Or 轴 滚 动 . 证 明 抛物 线 的 焦点 划 
成 悬 链 线 ， 
解 ”如 图 4. 38 所 示 , 设 抛物 线 切 Orz 轴 于 点 4(*,0)， 


O 〇 ' 为 抛物 线 的 顶点 ,已 为 焦点 ,O'Y' 为 对 称 办 ,CO'X， 
.过 4 作 4B 1 Or 


引入 参数 CN = 上 则 由 抛物 线 的 性 质 易 知 ， 
PN LDOr,OB=20N = 天 从 而 有 


下 一 1 十 [| 


_ 一 1 

工 一 4 4N -ai|<+ Ai， ec 
2 2) 

>=-PN=aAI+| 二 | ， 


再 以 (2) 式 代 人 上 式 , 最 后 得 
y 一 号 [o 十 e- 直 一 ach 二. 
卫 三 
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24959， 


这 说 明 抛 物 线 的 焦点 划 成 悬 链 线 ， 
求 环 线 


> 一 土 | 寺 一 zjv 


所 包围 的 面积 与 周 长 等 于 这 曲线 的 围 线 长 的 圆 面积 之 
比 - 


解 人 时 ,y = 0. 此 环线 的 曾 积 为 
| v 民 
7 


8 
罗 ; 一 2 [ 言 一 可 v -一 。 
| < 135 3 
此 环线 的 周 长 为 
2 人 -| 
1 3v 芭 
16 ww 2 
4 
3 w 3 
< -2rR, 所 以 R= 一 二 .网 
3 ww 3 3 ww 3 
:> -4 
四， 一 无 慌 7 站: 
于 是 ， 
四 1 人 放 
二 一 一 0, 73. 
ss 5 ww 


YY。 体积 的 计算 法 


1 鲁 忆 入 机 名 而 讨 等 物体 体积 若 牺 体 体 积 丫 存在 到 3 一 SCr) 


312 


学 浊 和 


(az 所 们 为 用 平面 切 下 的 物体 的 横断 面积 ,而 此 横断 面 为 经 过 工 点 牌 
直 于 xz 轴 者 , 则 
一 | senmaz: 
?” 攻 转 体 的 体积 。 面积 
好 S 二 扫 i 宇 3 
式 中 ?ftz) 为 单 值 连续 国 数 , 绕 加 xz 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 
V， 一 | (zazx。 
更 普遍 的 情形 :面积 
TS 
式 中 (zy 和 ar) 是 非 负 的 连续 函数 , 绕 Or 轴 旋 转 所 成 的 环形 的 体 
积 等 于 


入 之 开 CCz) 一 果 ( 四 过 +， 
2456. 有 求 顶楼 的 体积 ,其 底 是 边 长 等 于 a 及 二 的 矩形 ,其 顶 的 


楼 迎 等 于 <, 而 高 等 于 
解 ”如 图 4.39 所 示 的 顶楼 , 取 = 轴 向 下 , 则 有 
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旺 贞 
7 一 jzaz -| 天 z| 下 了 十 袜 | d 
一 了 2. 1is 人 1)s 
下 3 
旺 
一 名 (2a 十 <) 


2457- 求 截 攀 形 的 体积 ,其 平行 的 上 干 底 为 边 长 分 别 等 于 4， 
号 和 ay'z 的 矩形 ,而 高 等 于 睛 ， 
和 解 如 图 4.40 所 示 ， 


-入 
OO 一 了 ， 
/一世 
人 7 ， 
人 人 一 卢 ， 
假 OP 一 工 , 则 
8Q 由 一 了 [4 一 aa 
一 下 2 
卫 样 可 得 
1 五， 真一 将 [ 吾 一 总 
一 十 玉 [一人 图 4. 40 
以 而 


面积 开 EAN 一 中 十 (4 一 DCB 一 可 | 1 一 革 ) 


9] 44 


2458. 


2459. 


二 Ca(B 一 玉 十 64 一 | 1 一 | = Ar)， 
所 求 截 枫 形 的 体 祝 为 
y = | remaz 一 全 K(24 十 a)B 十 2a 十 4)6. 
求 截 锥 体 的 体积 ,其 上 干 底 为 半 轴 长 分别 等 于 4, 恕 和 
a 二 的 柚 圆 ,而 高 等 于 上 六. 


和 解 同 2457 题 , 任 一 平行 于 土 下 底 且 距离 下 刁 为 zx 的 
截面 为 一 椭圆 ,其 半 轴 分 别 为 


“ =-a+|1 一 区 (4 一 2 


下 . 
栋 =5+|1 一 训 |08 一 避 ， 
从 而 此 截面 的 面积 为 
S(z) 一 Ara' 可 


一 r| ob 十 (4 一 a)(CB8 一 5 1 一 和 
二 [Ca 有 一 昌 十 5 一 ol1 一 天 | 上 
所 求 的 体积 为 


T 一 ] sczaz 一 CC(24 十 o) 刀 十 (4 十 2236. 


求 许 转 抛 物体 的 体积 ,其 底 为 5 ,而 高 等 于 克 . 
解 不 失 一般 性 ,假设 挑 物 线 方程 为 
一 也 工 ， 
纤 Or 轴 旋 转 ,如 图 4 41 所 示 ， 
记 心 4 一 五 ， 
519 


2460， 
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S 一 vdC2 
一 开 (25 石 ) 
一 2rp 瑟 ， 
距 原点 为 的 截面 面积 为 


S(KT》 一 开 久 一 2T 户 工 . 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
v 一 | scmax 


一 区 户 五 :一 =. 


设立 恒 之 答 直 于 Or 轴 的 横 截 面 的 面积 3 呈 5(z) 优 
正面 的 二 次 式 规 律 变 化 ; 

呈 ({F 一 冯 这 十 旦 六 十 人 Tea 所. 了 TS 实 ]， 
其 中 4, 吕 及 CC 为 名 数 . 
证 明 此 物 司 之 体积 等 于 
= 号 [so) +T4s(2 定 +SG)]， 
其 中 瑟 一 总 一 4 ( 圣 普 森 公 式 )， 


证 不 


| 《六 z2 十 吾 f 十 下) 红 


扩 侣 一 ay) 十 避 ( az 十 C 一 oa) 


一 “二 <C24C 十 上 十 az) 十 3 十 6 十 6c] 


= 全 Choe + Ba 十 C) 十 (4 十 感 十 C) 
十 4(ez 十 2 吧 十 印 ) 十 2B(a 十 咏 十 4C 


2461. 


2462. 


一 全 [seo) 十 SC) 十 4S “于 | 

物 干 是 点 MKzryyyz) 的 集合 ,其 中 0 和 = 所 1 而 且 者 = 
为 有 理 数 时 ,0 委 Y 志 1.0 所 ?所 1 若 = 为 无 理 数 时 ， 
-1 过 xyr 袜 0 一 1 过 》 扫 和 证 明 昌 然 对 应 的 积分 为 


| seaz 一 1. 


但 此 物体 的 体 积 不 存在 . 
证 ”显然 ,对 任何 0 所 = 扫 1， 不 论 = 是 有 理 数 还 是 无 
理 数 , 都 有 交工 人) 一 上， 从 而 


1 
| se?az 一 | 一 ]， 
心 站 


下 证 此 物体 7 ) 的 体积 不 存在 , 显然 ,无 完全 含 于 
(7Y) 肉 的 客 面 霜 (和 存在 ,从 而 这 种 以 ) 的 体积 的 上 
确 界 为 零 , 即 (V) 的 内 体积 六 . 一 sup{ 人 ) 一 0. 另 一 方 
面 ,(Yy 的 外 性 积 站 ' = inf{yY) ,其 中 的 下 确 界 是 对 所 
有 完全 包含 着 (Y ) 的 多 面体 7) 的 体积 了 来 取 的 , 由 
于 0 委 = 扫 1 中 的 有 理 数 和 无 理 数 都 在 0 和 = 扫 1 中 是 
稠密 的 , 故 , 显 然 , 上 述 任 和 何 完全 包含 着 (Y) 的 才 面 体 
(7Y) 都 必 完 全 包含 着 点 集 (Y) = frzyz)10 < 委 x 扫 
180 委 之 委 1 有 安安 1] 以 贡 一 1 委 工 和 0 一 上 所: 
< 0 .和 而 (Yo) 又 完全 包含 着 (7 ) ,并 且 4Yo) 的 司 积 了 
一 2. 由 此 可 知 V = inftty} 一 2. 于 是 V, 和 关 V". 克 
《7Y) 的 体积 不 存在 ， 
求 下列 曲 面 所 围 成 的 体积 ， 


了 了 
开 多 必 
二 二 1 


解 “如 图 4.42 所 示 , 用 牌 直 O 〇 ?7 轴 的 平面 截 割 , 得 一 
直角 三 用 形 PK， 


图 +. 42 
设 OP - ，, 则 高 QR = 上 <, 从 而 它 的 测 积 为 
了 。 本 
2“ 2 | 1 泡 | 
于 是 ,所 求 体 积 为 
7 一 3 学 芭 | 1 一 区 一 于 abe 
2463.， 到 十 点 十 村 一 1( 精 球 )， 
解 ” 用土 直 于 Orz 轴 的 平面 截 椭 球 得 截 痕 为 一 椭圆 ， 
它 在 yoz 平面 上 的 投影 为 


间 
一 二 
| ] 一 素 | CC 
三 
由 此 显 见 其 半 轴 分 别 六 
51 和 8 


YY” 一 sj ce 一 & Je 一 全 ar 


4 43 
2466. 玉 十 祖 十 二 一 er 十 和 凤 一 az. 
解 ”如 图 4.44 所 示 , 过 点 WCGz,0,0) 垂直 于 Ozr 轴 作 
一 衬 面 ,在 所 给 苹 体 上 截 出 一 曲 亡 梯形 ,其 曲 边 由 方程 


图 4.44 
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一 A 


给 出 (七 半 面 )， 
其 变化 范围 为 : 

一 viE 一 和 所 9y 近 vazr 一 并 (如 图 中 ABCDD)， 
从 而 其 截面 积 ， 


We 
Stry 一 ?| WE 一 
自 


dz 二 一 局 村 区 生 十 《az 一 吉 are St V 二 去 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
Y = ?| SCzydz 

疙 


“| 立 工 了 马 
活 二 王 下 一 妇 这 .让 了 


2 2 。 .是 
十 《aa atC SI 。 | 本 十 芝 好 代 


| 
路- 
| 
| 
愉 
本 
及， 
十 
人 
| 
| 
， 


| 
| 
RS， 
习 
| 心 


2467，x 一 站 ta 一 和 十 久 一 2x， 
解 先 求 体积 的 四 分 之 一 部 分 ,截面 积 为 
本 
Sr =| ” vEG 二 ady 


一 交工 一 症 一 全 )， 
521 


2468. 


2469” . 


3522 


从 而 
十 Y 一 上 sceyaz 一 | ww 一 了 YE 一 工 ) 全 人 
卫 和 


一 -| We 一定) 人 人 
六 


_ 生 百 

。 -一 ]S2 好 避 。 
于 是 ,所 求 的 体积 为 

TY 一 isa: wa. 


瑟 十 抱 一 140< 二 < 吕 )， 
解 固定 *, 则 截面 为 一 椭 几 ,其 面积 为 


有 《这 一 TGe， 
于 是 ,所 求 的 恒 积 为 
开 c” 


TY 一 | Peoaz 一 ra| zadz 一 一 一 ， 
自 所 


并 十 了 十 阅 一 ty, 工 一 yy 一 昨 和 2 一作. 
解 固定 >, 则 稚 面 为 一 直角 三 角形 ,其 面积 为 


Przy 一 六 (1 zz)2. 


故 所 求 体 积 
T = | 工 (1 一 zzysdx 
站 册 
工人 _ 4 _ 生 
一 二 | 4 2&” 十 gf+yectz 一 15， 


注意 ,曲面 zx 十 y 十 拼 一 1 关于 平面 x = 0 对 称 , 故 
它 与 三 个 平面 x = 0,y = 0,z = 0 围 成 的 图 形 有 两 
个 ,一 个 位 于 Ory 平面 之 上 , 一 个 位 于 Ory 平面 之 


下 ,彼此 是 对 称 的 (关于 Orzy 平面 ,从 而 它们 的 体积 
相 等 . 我 们 以 上 求 的 是 位 于 COzy 平面 之 上 的 那 一 个 
图 形 的 体积 . 

ad70， 匹 十 于 十 2 十 字 十 wz 十 = 一 人 3 
解 ”不 芒 设 a > 0. 此 为 -有 心 本 球面 . 男 定 =, 得 在 平 
面 xeoy 上 的 投影 为 
十 TYy 十 如 十 zr 十 zy 十 (zz 一 民 ) 一 站 
此 截面 的 面积 为 


Te 一 一 72 


其 中 


ee 5 一 
to | 局 上 to| 一 
避 | 人 | 和 
目 


所 隐 
273G2 一 2 》 贡 
(2 一 全 一 
和 ) 本 
xz 的 变化 范围 为 适 侣 下 述 不 等 式 的 集合 ; 
2x: 一 34: < 避 ， 


号 
|=| 委 扩 六 4， 


于 是 ,所 求 的 个 积 为 


汕 
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24 站 . 


《4 7， 


2 3. 
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由 _ 呈 
TY 一 站 2434 一 22 de 一 全 人 和 aa 


VS 3 3 
# 公式 详 见 FF. M 菲 赫 金 哥 尔 蒋 著 《k 微 积分 学 教 
程 》 果 一 着 第 分明 330 目 ?7. 
证 明 :将 面积 


好 生生 过 : 让 S 全 3 
《 式 中 yCz) 为 连续 函数 ) 绕 @y 轴 旋 转 所 成 的 诈 转 体 
体积 等 于 

T ,一 ?| zy(z)dx: 

证 2, 一 式 十 Az): 一 了] 了 

< 2TTYT 工 ?AT 
于 是 ,所 求 的 体积 为 

7 一 2x| zy(z)az. 
求 下 列 曲线 旋转 所 成 昌 面 包 畦 的 性 积 : 


y 一 咱 三 | (0 科 z 科 oa) 绕 Ozr 轴 ( 半 三 次 抛物 线 ). 
解 所 求 的 体积 为 
二 “| 立 和 一 一 了 卫 
7 一 | 三] 要 工 一 了 Te ， 

yy 一 2x 一 xy 一 0:(a) 绕 Oz 轴 :6) 绕 Oy 轴 ， 
解 售 一 0 得 之 一 D 或 工 一 2. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 

(ay 人. 一 2z 一 zzdx 一 上， 


《67 7。 二 2 区 (2 一 如 dz 一 到 
必 


D474，Y 一 sinryy 一 Of 二 和 妥 开 :03a) 线 r 轴 ;06) 统 亿 y 
轴 . 
解 所 求 的 体 积 为 


开 ， 江 : 
《a) .一 | sin2ezr 一 
2 . 
《56) 太一 2x| zsinzaz 一 2702， 
恬 


人 将 
2415， 3 一 外 去 | ,> 一 引 三 | :(a) 绕 Or 轴 !:(6) 绕 Oy 轴 ， 
解 交点 为 (at) 下 (一 4) 


所 求 的 居 积 为 
(a) T, 一 2x| |[ 志 一 训 至 ] az 
站 翌 这 
四 
一 1522 ; 
2 
民生 》 了 ， 中 | 吾 癌 js 
__ Tc 
全 ” 。 
2476，y 一 erry 一 0(0 扫 工 所 十 c 居 ):a) 绕 Oz 轴 :(6》 绕 
Oy 轴 


肖 所 求 的 体积 为 


十 人 开 
《ay 了: 一 | ee 一 人 
所 名 


《5 世 ,一 x| (一 lnyJzcdy 一 了 区 
2477.、 2z2 十 (一 8 一 GO0< < 四 并 已 r 轴 ， 


解 ”， 一 v 本 0 一 V 可 二 就 
【一 丰 扫 工 浸 局 )， 
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所 求 的 体积 为 


Y 一 (31 一 9287G 


一 8 va Ttr 一 272d2， 
属 
写 


2478， .于 一 9 十 只 一 寻 红 Cr 轴 
艇 原 方 程 即 及 一 zy 十 科 一 生 盖 0 从 市 
yy 一 袜 十 一 
函数 的 定义 域 为 [- -和 -去 
分 别 为 工 一 一 和 与 工 一 aa 
于 是 ,所 求 的 体积 为 
V- = ?| 下 于 (zx 上 VE 一 和] 
二 二 全 [+ Ver3) 


一 二 (= 一 v 大 二 3) 站 dz| 


生 


一 下 一 2xz23 十 2r wdaz 一 37 人 区 
证 


一 an- 一 二 一 可 4 一 3.z2 1 到 


<|. 与 Or 轴 的 交点 


十 2r| 和 


心 


一 三 
3 ]= at 


如 


一 二 (4a 一 3x2] 这 


4479，、 3 一 er vsiny0ssz< 二 ce) 使 Or 轴 . 
解 郴 数 定义 域 为 [2nr, (2n 十 1)x，(e 一 0 1,2， 
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…). 故 所 求 的 体积 为 


fn 二 17 


,一 二 和 1 


>， 王 。 e-2f -一 28inr 一 COST ) 


拉 叶 于 二 FF 


| 


当 
1 
写 


立 叶 可 


| 


e ~ 十 1 站 


5 一 er 5 一 e) 
2180， 并 一 中 引 一 sintyyy 一 4 人] 一 ecDst fn 三 < 2 
和 一 昌 : 
(a) 绕 Or 轴 ;(06) 绕 O7 办 ;Ce) 绕 和 直线 了 一 22- 
解 ”所 求 的 剧 积 为 


《a) .一 xz ed 一 cosf ac 一 5 


《5) TY 一 2x| acz 一 sintyf1l 一 costyzd 
一 Cia ”3 
(By 作 平 移 :,y =Yy 十 2a,z 一 出 曲线 方程 为 
二 一 C 信 一 sint)yy 一 一 (1 十 cost 六 
一 一 2a， 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


TY 了 一 x| cdaz 一 dfti 十 cost)2aCt 一 COSEDCtE 
一 7TFzc3， 
2 并 一 asini yy 一 Mostt0 扫 了 < 2) 
ra 结 Or 轴 ;， (6) 绕 Oy 轴 ， 
解 所 求 的 眉 积 为 
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《ay 了 克 ， = 了 (BaeostJU3Sasinzicost yt 
让 


一 6ralz| osva 一 『 
一 6ralz| 91 一 9 ”-- 一 ct 
《6 利用 对 称 性 ,只 须 将 上 述 答 案 中 a,5 对 调 即 
得 
3 二 
TY ， 一 一 Exa 

* 》 利用 2282 题 的 结果 . 

2482， 证 明 把 面积 


0 雪 4 二 六 雪上 月 委 和 0 二 了 入 所 同 
(9 与 为 极 坐 标 ) 绕 极 轴 旋 转 所 成 的 体积 等 于 


， ， 
Y 一 等 | 7 六 SInnd 


喇 


向 面积 ss = rear 绕 极 轴 旋 转 所 得 微 环 形 性 积 
di 一 2xraslingdo9 一 2773Simazaztyr. 
于 是 ,所 求 的 体积 


吕 吕 人 》 
7 一 zx| singzgl 7 


2 


一 村 六 0)Sin 人 0 
证 法 二 :; 
应 用 直角 坐标 系 下 的 古 尔 金 第 二 定理 … 来 证 明 , 
对 于 微小 面积 元 , 它 的 重心 可 以 看 成 在 点 
好 reosg, -3rsing 处 (图 4. 451)， 
528 


2 


吉 三 下 
十 4 | coseap 十 -二 
所 


3 
二 3 只 | 于 4xaz 3，1 现 4 
4ra 十 > | 3 2 
一 二 ar 


注 《1) 在 Y 的 表达 式 中 二 rcosg 的 系数 3 是 把 微小 
面积 集中 在 其 重心 | 立 r,9j 处 得 出 的 ， 


《2) ] cos”owdp= 间 ， 


开 于 帮 _ 【了 中 本 ] ] 工 2 皮 一 3 二 1 
| ce JeY 一 30 统一 2 人 92 


方法 二 : 
心脏 线 =- e(1 -H cosg) 的 面积 为 3x& ” ,而 其 重 
心 为 负 一 0,r = 车 a… 根据 古 尔 金 第 二 定理 可 得 


所 求 的 体积 为 
入 一 2z| 汪 十 了 | 34 一 全 at 


*) 利用 2419 题 的 结果 . 
* xx) 利用 2512 题 的 结果 . 
248. (和 十 庆 ) 一 efz2 一 2); 
(a) 绕 Or 轴 ;6) 绕 Dy 轴 ;Ce) 绕 直 线 y = -. 
解 (a) 第 线 的 极 坐 标 方 程 为 


一 af2cos2 疡 一 1)， 
7 =”. 和 | car(scoszp 一 1 73sinezg 
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由 于 
| ezcosy 一 17zsinedp 


一 区 ww 2 cos 税 上 一 ad ww 2 cos 刚 ， 一 -二 | 


] w 2 ReOS 们 2 5 
一 -| 二- 一 (dcoszp 一 65) ww2coszg 一 1 
二 | 8 


十 总 ln w 2 ceosp 十 v 2cos? 一 5 十 亏 . 


4 RDS 的 
Y ,一 fd4cosz 一 5) w2cos: 了 一 
3 v 2 必 


十 辣 In《 AD eos 凡 十 2eos5p 一 D 


- [和 mnCVZ 十 1) 一 2 


一 于 [3lnCv2 十 1) 一 和 ]， 
(6) 利用 对 称 性 知 , 所 求 的 体积 为 


,一 到 | -eesgay 
一 代 a 4 | Yeos ICOS9Y 纹 
加 
sinry 则 wcos29p 一 cos 工 ， 


少 


- 1 

Sing 一 

YY 
231 


cosgdp = -coszdz, 并 且 z 的 变化 范围 为 0 


于 是 ,得 


3 P 工 
一 de 中 COS4AeE 下 


了 JJ0 
_ dze: 1 3*1. 


4 vv 
《Bs) 利用 对 称 性 知 所 求 的 体积 为 


人 工 
一 字 | -rsin| 3 中 zz 


= 2 | ] os 
一 全 9s 2 9 


| 一 
[we 


sing| 红 


一 -4 请 Y CO0S 29cos9d 人 六 
若 用 本 题 (6》 的 变 饮 , 即 悍 


可 


7 一 -ra 业 rres 


-os 《人 

中 YY 

生 TG 1 
一 - eaos 了 民工 

3 1 
一 4 31 .一 和 as 
3 4e2 2 
2485， 求 绕 极 轴 把 面 和 
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下 
| 


旋转 而 成 的 旋转 体 体积 . 
解 > 一 “与 一“ v 吏 而 258, 在 第 一 象限 部 分 的 交点 
的 极 角 分 别 为 = 兰 及 有 = 否 . 利用 对 称 性 知 ,所 求 
的 体积 应 为 


二 于 


一 乏 KKCKa Y 2sln28)” 一 osS 记 们 1 
瑟 


_ 入 癌 WA 了 = + 
一 -全 《4 Y 2 YSsin295in2grosg 
1] 


一 Sin 的 二 公 
为 求 上 述 积分 , 令 


了 一 | w sln29sincycosrazlp， 
二 一 | YSsIn2roszgcos9， 


则 天 一 厂 = 计 cosp(sin2 的 主 十 奔放 
即 
了 8 了 | . 3 
:一 34 一 本 20s 罗 ， 《Sn 王 。 3) 
到 


了 十 了 一 | w sin29cos9rtp 
一 刘 儿 ”AT 
| 工 干 启 吨 人 tt 区 RE 公 


令 二 8 一 张 就 可 将 上 述 积分 化 成 二 项 式 的 微分 的 积 
分 . 积分 之 ,得 


天 十 五 一 二 


5 Sin vsin2p 十 到 InCsing 十 Cos 
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一 Simn2p) 十 二 Cn(sing 十 号 S 的 
十 wsStn26)》 十 arcslntSlhn 久 


一 Cosf)]. 
(2) 一 《])， 得 
了 | 一 总 | 全 sing w sln2g 十 读 Im(sing 十 COS 纺 


一 wsin2% 十 二 Cln(sing 十 COs 凶 
十 wsin2op) 十 arcsinfsinp -- cos 人 站 
一 于 cosy * 《simn26p) 序 | 十 忆 . 

从 而 ,得 


8， 旋转 曲面 表面 积 的 计算 法 


平滑 的 曲线 4 绕 Oz 轴 旋 转 所 成 曲面 的 面积 等 于 
天 一 了 | aa 少 
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2) 


式 中 鼎 为 弧 的 微分 . 
求证 转 下 列 曲线 所 成 曲面 的 面积 ， 


2486.、Yy 一 工 V 二 (0<xr<Sa) 绕 Or 轴 ， 


身 工 


解 “IT 二 2 一 人 /1 十 友 . 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
P, =2z| =/ 三 AT+ 呈 dc 
3 | /rz 十 4 


他 JJ 乌 


2487.，3? 一 acos 2 


才 全 号 开 2a 
十 人 码 号 J。 意 
37 上 二 如 下 到 ” 
一 3 十 ， 
2 
-外 世 9 太 da 
2 9 
他 < 
81 2 yy， 4ar 
| 一 3 | 让 
一 上 Y13rs LILY13 | 4ra 11 十 3 Y]13 
27 “和 243 2 
-| 2 v15+2in 一 : 十 交 1j 
(| xs 的 绕 Orx 办. 
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开刀 


， ， 开 区 
解 人 一 ”78 3 


VIT 关 一直 4 十 rassin: 耻 ， 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 ， 
王 , 一 2 本 w1 十 edzr 


_ 如 开工 z 2 3 区 
一 过 可 | 3550S 55 /46 十 开 522s1IL 5 区 
41 | :7 
元 [2 5 一 - 克 cSItL 了 8 十 mazsinz 
rdSID 让 十 站 本 十 zeaazsins :本 | | 


2 人 
一 2 VRE 下 吸 十 路 In 下 十 4 人 


+ 允 


2488. > 一 tez| 让 绕 Oz 轴 . 


和 解 了 下 一 VTSEEE 一 “cos 十 上 w cos T 十 上 


口 生 2 区 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


五 一 2r | tez 二 YYcos 工 十 1 7 


COS 人 
-| veTid 二 ] 
COSz 扣 
反 
-zx[ sesz 二 1 inkcossz+ west 十 1)】 | 


=-z[ v 王 - /下 In 十 已 5 一 1 ]， 
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2489， 光 一 2prCOSrsxzoifa) 绕 Or 轴 ;056) 绕 O 轴 . 


VE 二 开 


Ga》 VI+yo 一 
艇 《。 ? v 去 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
一 ?7 忌 记 十 2 7 
P -zz “三 。 


= 等 [CGors 二 轧 V2pa 十 产 一 2 


(67 所 1 工 十 区 一 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


ww 总 
王 ， -4 好 | Vi 十 工本 


2 记 站 
2 Twin 
一 痉 人 


少 呆 了 袜 
一 拓 [ 闪 2 让 vV 大 元 
由 Apr 
一 号 Imn(y 十 vFT5] | 
和 2zo( 记 十 276》 


了 Tn 2 2 二 2 


LO<Ds:a):fa) 缠 加 7 负 ， (6) 绕 Oo 轴 . 


ho 
| 
全 
人 
RS 
十 

至 |. 

] 
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上 妇 
解 《外 入 一 大 一 9 一 一 2 
y VTI 二 3 一 Yo 
之 
_ 内 -一 所 FE 
如 好 忌 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
己 . 一 2r 机 图 WE 一 全 何 工 


_2。 一 :十 生 arcsine 


一 之 杂书 


其 中 e 一 2 一 一 是 本 圆 之 离心 率 . 


(6) 将 zy 轴 对 调 , 即 将 = 轴 和 作为 短 轴 , 于 是 在 


所 得 出 的 II 二 和 中 和 权 需 将 a 与 吉 的 位 置 对 调 一 下 
即 可 , 印 


刁 十 和 arcsine ， 


加 
3 1 十? 于 一 玫 下 十 < 元 
斌 百 : CC E 
EM 
于 是 ,所 求 表面 积 为 
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2493.，y=ech 二 〈|z| 生 05(9) 绕 Oz 轴 ; 
6) 绕 必 轴 ， 


解 (ia wy 于 1I= /sh: 寺 十 1 一 ceh 夺 . 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
: 一 2 | sb: 地 dz 
一 2ra jb 十 oh 至]dz 


一 间作 


25 十 ash 和 | ， 
司 
四 
《5) 古 ， 一 2 | = w 1 十 网 2 
一 2 | ze 二 李 > 
心 各 
=2ra| 站 十 2sh 己 _ach 之] ， 
以 | 
3 5 
2494， 上 xz 一 aln 2 十 Ya -一 人 “2 一 全 一 Vi 天 绕 Oz 灿 


解 ,一干 六,VI 二 3 一人 
(0<:3y<:a). 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
亚 . 一 2 。2x | 全 dy 一 4 
2495，、 亲 一 4 一 sint)yy 一 al 一 cost) (0 人 二 2w)， 
(al 统 Or 轴 ;6) 绕 Co 轴 3Ca) 绕 直 线 y 一 26: 


解 ” 先 求 必 : 
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在 一 十 y 十 2asin 王 必 ， 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
《aa 五， 一 过 | sa 一 Cos 。 Yin 避 c 
昨 


一 上 6rrez: sin 一 尝 <a 
心 


《67》 大. 一 2 | ac 一 sinf) 。2asin 与 才 
性 


=-4nre: | (一 - 全] Si 方才 一 16z2a2. 
外 


(es) 作 平 移 z 一 Y,y 一 ?十 2a 则 
一 一 妈 L1 十 cost). 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
王 : 一 2x| “一 ef 十 cosr)]2asin 二 二 
8 2 
一 汪 naz. 
* ) 在 此 取 绝 对 值 , 是 由 于 被 积 函 数 始 签 不 为 正之 
站 . 
2496.， 工 一 acosxt yy 一 asini 绕 直 线 市 一 区 
解 先 求 5 
cs 一 所 十 3 
3asinrcostett , 当 本 SS ， 
一 3asintcoskctz , 当 了 < 去 <. 
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利用 对 称 性 ,并 作 旋 转 , 即 得 所 求 的 表面 积 为 


二 一 2?[2x| - 记 Ti 十 3 
王 


二 YY 
4 并 上 3 ; . 
一 fasinat 一 CeOs5E) 。3asintcOstett 
了 [ 和 


知 
| fisin35 一 GeOsie yy 。 3asinreostdz ] 
了 


至 
一 本 HL 二 sins 十 言 coss| 


一 | 二 insz 十 二 coss 


一 与 rez(4 ww 2 一 1). 
2407.、yr 一 aflL 二 cos 由 绕 极 轴 . 
解 情 一 扩 天 十 也 3a9 一 2acos 号 dy， 


9 一 rsinp 一 4 人 1 十 cos 和 Sin 多 


一 3 再. 罗 
和 4CCODS 2 Sin 休 ， 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


天 一 2x | 8azcost+ 号 sin TY 一 汪 rax. 
2498，、 半 一 azcos2p:，(〈a) 绕 极 轴 ;，， (6) 绕 轴 9 一 本 ; 
(al 绕 轴 2 一 本 


9542 


2499. 


解 (ay y 一 4 vcos2gsinyods 一 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


肠 一 2，2 jzsingar 一 2ro"(2 一 V 立 
息 


如 do 
weCOs29 


《5 并 一 芭 v5553eosg 一 二 委 YS 开 
于 是 ,所 求 的 表面 积 为 


P=2xr | 如 YECGSDOCOS “zx 
-下 人 w cos2g 人 
一 2ra ww 2 . 
《R) 开 一 个 YYCOSDCDS 一 如 YeDs2oaine， 
全 
民 S 一 过 
CDSZ 售 


注意 到 在 一 于 委 9S 本 内 恒 有 z 一 ?次 9, 于 是 ,所 求 的 
表面 积 为 


P=2.2r| 工 一 -4 dg 
- wos20p 


4 了 
地 959 一 Sini)tdm 
4 
(sing 十 cos 弛 | 
一 
一 44Ta:. 


由 抛物 线 ay 一 和 一 刀 及 Or 轴 所 包围 的 图 形 绕 Cr 轴 
旋转 而 构成 一 旋转 钵 . 求 其 表面 积 与 等 体积 球 的 表面 
积 之 比 . 
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解 ”首先 求 此 旋转 体 的 表面 积 . 


2 /zx 十 二 
[十 4 


1 十 一 一 人， 
从 而 | 
2 /zz 十 二 
人 生 
王 。 =2 :3 红 | | 一 三 | 一 dz 
本 < 志 dz 本 z /zz 十 三 一 dz 
一 避 z 2 
呈 凡 |z+Wz 一 条 。 
8 jzl 2zr 十 一 ; 
- 吧 5 出 妇 十 后 
e+ | 陋 再 了 
8 并 十 Z 十 可 
= 下 [7? v5+ 了 in(2+V5)]， 
其 次 , 求 旋转 体 的 体积 . 
加 叶 人 了 16nme: 
7v-=| (= 河 好 一 15 
设 与 其 等 体积 球 的 半径 为 尽 , 则 
4rRs 16xas 
3 15、 
所 以 
-有 一 扩 a. 
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于 是 ,此 球 的 表面 积 为 


了 
1 16 
_ 多 了 了 
瑟 一 4 元 民 一 站 开 林寺 ， 


最 后 得 到 
立 
PP [7 vv 十 屿 In(2 二 VS)] 
五 全 开 人 3x10 
5 
_5[14 w 5 十 17lnt2 十 5 7) 


一 1.013. 
* ) 利用 1820 题 的 结果 . 


”2500， 由 直线 z 一 坊 与 锰 物 线 光一 2pz 所 包围 的 图 形 绕 直 线 
y 一 少 而 旋转 , 求 这 旋转 体 的 体积 和 表面 积 . 
解 -一 [ee 十 2 四 并 


128 。vwY10 


下 
一 | re 一 3Spr)adzx 


上 
一 4T 户 | 窟 工地 工 
加 


一 竺 as 
一 可 x 训 、 


旋转 体 的 侧面 积 为 
Su 一 | 2zcz 二 vY2) 丰 


十 | 2mdz 一 YY 人 站 ct 


一 4 | z 4 人 2 
一 4 区 让 23 一 人 六 | 下 3 


49 


一 才 亚 | vv 十 站 dy 
记 
了 此 
一 4 学 V 了 天 二 和 nty+ vF 二 帮 )] | 
一 2rpzf ww 2 十 ln(d 十 2 方 ， 
而 麻 面 积 为 
呈 谋 一 开 [2 户 入 一 二 爷 声 ， 


于 是 ,所 求 的 表面 积 为 
到 一 上 江 十 富民 


一 2rp2ff2 十 2 ?十 lnCl 十 w 2) 
$ 9， 矩 的 计算 法 . 重心 的 坐标 


i。 矩 ”车 在 Oxy 平 测 上 ,密度 为 P= 2(y) 的 质量 M 充满 了 某 有 
界 连 续 统 9( 曲 线 , 平 而 的 区 域 ) ,而 w 一 wo(y) 为 正中 纵 标 不 超过 y 的 部 
分 的 对 应 的 度量 ( 弧 长 ,面积 ), 则 数 


At 一 lim >，p(CAD3yaeofy 


mw | 一 站 1 
二 | exeecy， 《下 一 人 站 :re 


称 为 质量 i 对 于 Ox 辅 的 上 次 拭 ， 

特殊 情形 , 当 & 一 0 时 得 夸 量 好 , 当 上 = 1 时 得 苍 力 中 , 当 上 一 2 时 
得 转动 钢 量 . 

同样 地 可 定义 出 质量 对 于 坐标 下 面 的 矩 . 

耕 P 一 让 则 对 应 的 是 称 为 几 条 怎 ( 线 矩 ,面积 抵 ,体积 矩 等 等 》， 

2” 重心 ”均匀 平面 图 形 $ 的 重心 的 代 标 (ze,yo) 根据 下 面 的 公式 
来 定义 


总 了 2) 7 
人 
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式 中 本 9:415 为 面积 3 对 于 Oy 轴 和 Oz 轴 的 几何 静 力 算 . 
2501， 求 半径 为 a 的 半圆 绝对 于 过 此 红 丙 端点 直径 的 静 力 算 


和 转动 惯量 . 
解 本 此 直径 所 在 的 直线 作为 Or 轴 , 圆 心 作 为 原点 ， 
则 几 的 方程 为 

2 十 诺 一 2 
从 而 

日 一 YE 一 
矿 

蚂 习 
ds 一 1 十 ydzx 一 了 cz 一 罗 


于 是 ,所 求 的 项 力矩 和 转动 惯量 ”' 为 


上 z 三 
adfi 一 | 水 站 -一 下 二 ET 一 2a 
股 


“ 姨 
所- 站 


一 za|. vv 一 wd 一 到 
2002， 求 氟 为 6, 高 为 疡 的 均匀 三 角形 薄板 对 于 其 底 边 的 静 力 
年 积 转 动 恨 量 (e = 1). 
解 了 到 坐 标 系 如 图 4. 46 所 示 . 
YN 一 部 radz 一 于 | wzaz 十 到 | yzzaz 
由 于 


区 这 里 根 定 三 工 今 后 有 类 似 情 况 ,不 再 说 明 ， 
547 


.2503. 


4 洗 


3 一 妨 (z) 一 全 
Ja 一 32 人工 ) 

鼎 
于 是 ,所 求 的 静 力 抑 为 
工 地 


《ah -一 
一 


又 由 于 


二 一 ICYA 一 天 3， 
ff 一 出 
瑞 


十 2 一 他 2 一 
于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
1 一 | > 《as 一 交 ] 3 红 光 


-和 才 - 营 
求 半 轴 长 为 和 上 的 均匀 燃 圆 形 菏 板 对 于 其 主轴 的 转 
动 惯 量 (p 一 1). 

解 不妨 设 椭圆 的 方程 为 


二 立 
京 十 竟 一 1， 


则 上 、 下 半 檐 圆 方程 为 
1 一 一 亲 v 如 一 婚 ， 
za 人 v 画 二 六 


2509. 


550 


14 = | = .已 (zjdz， 
其 中 
P(z) 一 xy 一 x[ 关 全 一 z] . 
于 是 "所 求 的 静 力 抢 和 转动 惯量 分 别 为 


2 
一 va 
1 一 大 ef 让 了 T2 

hh 一 | * 有 攻守 工 

心 


四 ， 2 


证 明 古 尔 金 第 一 定理 : 驳 绕 着 不 与 它 相交 的 轴 旋 转 
而 成 的 旋转 面 的 面积 ,等 于 这 个 的 长 度 与 这 弧 的 重 
心 所 划 出 的 圆周 之 长 的 滋 积 ， 

证 ” 重 心 传 , 力 具有 这 样 的 性 质 , 即 如 把 曲线 的 全 部 
“质量 ”都 集中 到 它 上 面 , 则 此 质量 对 于 任何 一 个 轴 的 
静 力 和 定 ,都 与 曲线 对 此 轴 的 租 力 和 矩 相 同 . 即 


上 5 = 一 df 一 | za， 
自 


和 一 = | ads， 
式 中 于 表 未 蝗 长 ， 
于 是 

2m7 5 一 | 5. 


上 式 的 右 端 是 弧 C 旋转 而 成 的 曲面 面积 , 左 端 2ry 表 
示 弧 蕊 绕 Cx 轴 旋转 时 其 重心 所 划 出 的 圆周 之 长 . 从 而 
定理 得 证 . 


2506. 


2507 


2508. 


证 明 古 尔 金 第 二 定理 :面积 $ 绕 不 与 它 相交 的 轴 旋 转 
而 成 的 旋转 体 , 其 体积 等 于 面积 $ 与 这 面积 的 重心 所 


划 出 的 圆 局 之 长 的 相 乘 积 . 
证 ”由 于 

节 * 心 一 1 一 了 | ar 
所 以 


2rzy 。S 一 | dz 
上 和 式 右 疯 即 为 旋转 体 的 体积 ,从 而 定理 得 证 . 


求 贺 狐 :rz 一 acosgsy 一 asin 8 之 Ge 委 ) 重心 的 坐 
标 ， 
解 显 见 
并 一 避 ， 
圆 引 长 
3 一 2au. 
由 于 


7， 一 | xz 一 | aeoOspd 一 26tsine ， 
用 一 和 
所 以 


E 一 2atsina asina 
2 站 自 “ 


即 重 心 为 sine,o] 


求 怨 物 线 :az 一 way=a>07 所 围 成 面积 的 重心 

的 堂 标 ， 

和 解 利用 古 尔 金 第 二 定理 来 解 此 题 , 首先 ,此 面积 为 
551 


2509. 
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所 以 


即 所 求 的 重心 为 | 中 ,器 |、 
<“ ) ”利用 2897 题 的 结果 . 
求 面积 


五 十 天 < 妇 1 (0 过 了 二 ai0 扫 ?二 有 
的 重心 的 坐标 ， 
解 。 首先 ,我 们 已 知 第 一 象限 构 圆 的 面积 等 于 一 ， 
其 次 ,我 们 再 求 柱 圆 绕 Oz 轴 旋转 所 得 的 旋转 体 
体积 .因为 
六 一 所 人 c: 一 了) 


所 以 


富 
Y 一 | 二 (we 一 rdz 一 全 ra8， 
-经 3 


接 古 尔 金 第 二 定理 ,我 们 有 


RGB _ .二 
2r9 4 一 了 rol， 
所 以 
_- 也 
有 一 3 元 ' 
癌 理 可 求 得 
4 
3 
事实 上 , 兵 须 在 结果 中 将 a 和 如 对 调 即 得 .于 是 ,所 求 的 
、 43 4 
重心 为 3 ?73 四 


2510， 求 半径 为 ea 的 均 习 半球 的 重心 坐标 ， 
解 取 圆 心 作 为 原点 , 则 球 的 方程 为 
1 十 3 十 天 一 42， 
设 重 心 为 人 ,9 ， 显 见 上 一 站 一 0. 而 


站 站 归 一 2 
将 图 

久 十 嫩 一 全 
绕 Oz 轴 旋 转 , 即 得 球 . 
叉 . 


有 = ZW 一 开 | zw2dz 
《了 了 必 


| 2 有 TC 
一 r| =(a 2 人 2 一 了 。 
最 后 得 到 
5 二 


ah 3a 
* 一 六 Wai 
号 
于 是 ,所 求 重心 为 | 0.0, 过 | 
2511， 求 对 数 崇 线 


六 一 Ae 《0) 
上 由 点 加 (一 cp:,0) 到 点 己 (Posr) 的 弧 OP 的 重心 CC 多 ， 
”) 之 坐标 . 当 己 点 移动 时 ,C 点 画 出 怎样 的 盟 线 ? 
解 重心 的 直角 坐标 为 


冯 一 | xu 
人 
《13 


克 
| reesg， V 2 《1 十 了 人 errddop 


字 
| va 1l 十 了 eecdo 


| EROS 
一 一 
| 本 
_ 了 ae sine 十 2MCOS 人 ) 
4?8” 十 ] 
同 法 可 得 


7 一 j >， ” QQe (219SITI 信 一 COS 信 ) 
4zzz 十 ] ， 
下 
于 是 , 重 忆 的 极 坐 标 为 
95 二 


ro 一 v 可 十 布 一 矶 TY 十 le 


站 1 
wd IT 
kg 一 台 -2pagg 二 1 一 一 3 
辣 t 克 及 十 2 了 
1 十 5 关 1tE9 


即 约 一 Y 一 4 其 中 w 一 arctg 2 
当 瑟 点 移动 时 ,Cro) 画册 的 曲线 为 


z， 一 my 一 六 从 十 oa) 
v 4 十 工 ww 40 十 1 
这 也 是 一 条 对 数 螺 线 . 


2512.， 求 些 线 7 一 all 十 cos 税 所 围 面积 的 重心 坐标 . 
解 计算 时 , 将 小 扇形 的 重量 集中 在 其 重心 


| 各 reosg, 全 rsing| 处 , 由 对 称 性 知 了 一 0, 而 


3 
Nd 
一 | 他 斌 
0 
| FPCOS 仿 。 六 radg 
由 ze 


2 | ea 十 cOs)i ecosyy 
性 


| 


|= 《1 十 coOs 拘 cm 
笑 


2013. 
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2 | 1 十 3cos 厚 十 3c0821 十 os COST 
20 _ _  _ 
* | (1 十 2cosj 十 cos 外)Cg 
心 


一 52 
人 


于 是 ,重心 的 极 坐标 为 员 = 0,re = 译 . 

求 摆 线 二 ad 一 sinfy ,yy 一 ai 一 costyt0 扫 上 <2r) 
的 第 一 拱 与 Oz 辅 所 围 成 面积 的 重心 的 坐标 ， 

解 由 对 称 狂 知 皇 一 xa, 由 于 面积 $ = 3ra: ) 及 面积 
S 绽 Or 轴 旋 转 而 成 的 曲面 包 畏 的 体积 了 .一 Srzaz >， 
利用 冲 尔 金 第 二 定理 , 即 得 重心 避 ,9) 适合 下 列 美 系 


277， 一 下 
或 
279 2r vv 33 6 
于 是 ,重心 为 | ze, 中 | 


x ) 利用 2413 题 的 结果 ， 

* # )》 利用 2480 题 (a) 的 结果 ， 

< ss <) 参看 2506 题 ， 

求 面 积 0 径 委 a 吕 委 28z 绕 Orz 轴 旋 转 所 成 旋转 体 
的 重心 的 坐标 . 

解 由 对 称 性 知 了 一 0 又 

| WE | 2 广 了 人 


| ra | zezad 
心 全 


守 一 


_ 2。 
2 


于 是 ,所 求 的 重心 为 达 a0] 
2515， 求 半球 妇 十 如 十 刀 一 az 之 0) 的 重心 的 坐标 . 
解 由 对 称 性 知 
一 站 一 0. 
jz arz 1 十 rsdzw， 
:一 2 一 一 一 
| 27Y 1 十 了 和 > 


= 作 
2mz Ya 一 六 。 杂 > 
心 


加 好 一 到 
| 218 ww -一 六。 < 人 人 
仁 3 _ 如 人 
2za| 乞 旨 和 2 了 ax 
一 ~ -0 一 ~- 二 一 上 
2zxa| 地 2xa “ 
必 


于 是 ,所 求 的 重心 为 | 050 ,| ， 
+* ) 在 此 是 将 王 十 关 一 笃 绕 Oz 轴 旋转 而 得 半球 面 ， 


3$ 10， 力 学 和 物理 学 中 的 问题 


作成 天 当 的 积分 和 并 找 出 它们 的 极限 ,来 解 下 列 问题 ， 
2516、 辅 的 长 度 ! = 10 米 , 若 该 轴 的 线性 密度 按 定 律 人 一 6 
十 0. 3 于 殉 / 米 而 变更 ,其 中 工 为 距 轴 两 端点 中 之 一 
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“17. 


59 名 


端的 距离 , 求 轴 的 质量 . 
解 ”将 轴 ”等 分 ,每 份 的 长 Ar = 二 把 每 小 段 近似 
地 看 成 是 均匀 的 ,并 以 右 端点 的 密度 作为 小 段 的 密 
度 , 这 样 , 便 得 到 灿 的 质量 M 的 近似 值 , 即 

10;110 

显然 ,” 全 大 愈 近似 ,于 是 ,得 轴 的 质量 
lo| 匡 


加 一 ex， 卫 幸 


Ms 袜 |6+03x 


- lim [6o 十 汪汪 ] 一 75( 和 干 克 )， 
把 质量 为 产 的 物 体 从 地 球 ( 其 半径 为 尺 ) 表面 升 高 到 
高 度 为 六 的 地 位 ,需要 化 费 多 大 的 功 ? 若 物体 远离 至 
无 穷 远 去 , 则 功 等 于 什么 ? 
解 ”由 牛顿 万 有 引力 定律 


其 中 M 为 地 球 的 质量 ,> 为 物体 离开 地 球 中 心 的 距 
离 尖 为 比例 和 常数, 将 疡 分 成 等 份 ,在 每 份 上 把 引力 
近似 地 看 作 是 不 变 的 ,在 第 ; 份 上 取 


r, 一 [2 一 了 十 R] [二 十 民 ] , 则 力 


29019. 
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其 中 9 盖 


__ im 二 也 ， 了] 二 1 

二 克 砷 米 》 一 0 5 干 克 米 ) 
直径 为 20 厘米 ,长 为 80 厘米 的 圆柱 被 压强 为 10 干 
充 /厘米 * 的 茹 汽 充满 着 , 假定 气体 的 温度 不 变 ,要 使 
气体 的 居 积 减 小 一 半 , 须 要 花费 多 大 的 功 ? 
解 ”由 波 义 耳 一 马 利 奥 特定 律 有 

六 W 一世， 

其 中 关 表 示 气 体 的 压强 ,” 表示 体积 ,C 为 常量 . 由 条 
件 知 ,常量 

和 一 10.mrv1t00。80 一 800rf 干 克 米 )， 


设 初始 时 气体 体积 为 w* 将 区 间 [ 了 ,oo] 分 成 = 
个 小 区 间 ,分 点 依次 为 


0 下 


迎 sn 
有 ， 多 3， 2 一 如 9 


太一 YE、 由 于 气体 体积 从 32ef+ 减 小 
至 ?9 须要 花费 功 的 近似 值 为 


-1 
cl 党 9| [ 允 e 一 全 
1 儿 2 4 22 凡 


w 站 [人 
1 性 


一 limCxmtY2 一 1) 一 Cln27， 


一 800r 。ln2 1742( 于 克 米 ). 
*)》 利用 541 题 的 结果 ， 


2520， 求 水 对 于 垂直 了 壁 上 的 压力 ,这 厨 的 形状 为 半 辆 形 ,半径 


2921. 


为 a 上 且 其 直径 位 于 水 的 表面 上 . 
解 为 求 出 水 对 半 
圆 形 的 压力 ,只 要 计 
算出 作用 于 四 分 之 一 
俩 上 的 压力 ,然后 再 
把 它 两 倍 起 来 . 现 将 
四 分 之 一 贺 等 分 成 > 
个 攻心 钊 为 20 的 小 
扇形 (图 4. 48)?. 作用 
于 该 小 盘 形 上 的 甘 力 
的 近似 慎 为 图 4. 4 


工 zh 。 三 1 
2 了 asin 络 ， 


2 


于 是 ， 作用 于 学 加 上 的 压力 


一 2 3 全 人 。 asin 下 。 二 
等 >sin 芭 。 六 一 一 经 - ” 
关 利明 2187 题 的 结果 ， 
求 水 对 于 垂直 璧 上 的 压力 ,这 上 壁 的 形状 为 梯形 ,其 下 底 
a= 一 10 米 ,上 底 2 一 6 米 , 商 上 疡 三 5 米 , 下 底 沉 没 于 水 面 
下 的 距离 为 < 一 20 米 . 
5861 


解 取 坐 标 系 如 图 
4.49 所 示 . 4 所 满 
足 的 方程 为 


和 
4 一 E 工 避 - 
将 区 间 [15,20]m 


宇 . 对 应 于 ax 的 小 


条 上 所 爱 的 压力 的 近 ， 
似 信 为 下士 
[ 妈 | 15 十 辐 一 6]| 15 十 癌 呈 
于 是 ,所 要 求 的 压力 
"和 六 ((0s+ 虽 一 05 二 号 
一 708 二 ( 吨 )…， 
x* 》 仿照 2185 是 和 2518 题 的 作法 . 
作出 微分 方程 式 以 解 下 列 问 题 : 
2522， 点 运动 的 速度 是 按 于 面 的 规律 而 变化 ， 
世 一 To 十 如 
人 问 在 闭 间 隔 上 0, 开 ] 内 这 点 经 过 的 路 程 怎样 ? 


解 设 路 程 为 *, 则 由 导数 的 力学 意义 知 
ct 


二 一半 一 十 cf， 
即 时 间 内 经 历 的 路 程 


cd 一 《no 十 好 Tc， 
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于 是 ， 
二 一 | 十 人 
心 


一 to 十 到 ar， 

2523. 半 和 研 为 R 而 密度 为 8 的 均匀 球体 以 角速度 w 绕 其 直 
径 而 旋转 . 求 此 球 的 动能 . 
解 。 已 知 半径 为 R 质量 为 M 的 盘 绕 垂直 盘 心 的 轴 
的 转动 民 量 为 二 MR*:. 不 妨 设 球面 方程 为 z 十 2 十 
xz 一 R, 则 考察 以 dz 为 厚度 的 垂直 于 = 轴 的 咽 盘 ,其 
转动 惯 重 为 

4 一 本 x(R 一 轨 )8 。(R2 一 sdz 


-- 读 xB(Rz 一 zz)2dfz.。 
从 而 球体 的 转动 惯量 
_ 5 了 zz _ 立信 卫 一 总 下 
/一 | 六 0( 民 和 2 一 15x0RR 
于 是 , 妹 的 动能 


1 二 
下 一 一 Jo 一 一 下 人 o2 民 5 
玉 v Eee 囊 


注 ” 原 题 误 为 球 壳 , 现 根据 原 答案 予以 改正 . 

2524> 具 不 变 的 线性 密度 各 的 无 穷 直线 以 怎样 的 力 吸引 距 
此 直线 距离 为 < 质量 为 ze 的 质点 ? 
解 ” 取 坐 标 系 如 图 4, 50 所 示 ,1401 一 “. 设 引力 在 坐 
标 埋 上 的 射影 为 天 .天 由 于 


休 王 CS 信 


一 7 Po 人 
二 菩 -十 立 2 


2525， 


.950 生 


四 天 FE 0 人 
《ea 十 2 


一 


全 工 ， 


年. 号 必 
于 是 ， 
二 品 
天 ,一 一 2kznfaa| -cz 
9 【十 
工 二 

一 4 2 vvY 喧 十 于 | 
四 28za Po 


糙 
由 对 称 性 知 * 王 - 一 洛 . 事实 上 ,我 们 有 


人 ostin 
上 。 一 国 0 三 们 


一 im| -过 
一 后 《人 二 

其 中 为 引力 常数 ,. 由 上 述 分 析 知 ,引力 指向 ? 轴 的 
负 向 . 

计算 半径 为 a 及 固定 的 表面 密度 为 &% 的 图形 竹 板 以 
雷 样 的 力 吸 引 质 量 为 六 的 质点 书 , 此 质点 世 于 通过 攻 
板 中 心急 旦 垂直 于 薄板 平面 的 垂直 线 上 ,最 短 上 距离 


好 二 一 曲 . 


一 -一 一 一 一 -一 -一 .一 


PGQ 等 于 6 

解 。 取 坐标 系 如 图 4. 51 所 示 . 显然 ,引力 指向 y 轴 的 
正 商 . 对 于 以 z 为 半径 的 图 环 , 其 质量 为 dr 一 名， 
2xxzddzy 对 质点 书 了 


本 下 一 了 Ttto 区 天 一 -Cos dx 
-一 2 玉民 ”27 sr， 
(82 十 2) 语 
于 是 ,所 要 求 的 引力 
严 ， -= 2bonbsr| 一 dx 
(本 十 2) 生 
一 2 全 x|1 一 2 
四 VE 十 豆 | 


加 4.51 
2526， 根 据 托 里 拆 利 定律 ,液体 以 容器 中 流出 的 速度 等 于 


有 一 人 2 
式 中 & 为 重力 贡 速 度 , 疡 为 流体 表面 在 开 孔 上 之 高 :c 
一 0.6 为 实验 杀 数 ， 
直径 为 五 一 工 米 及 高 为 百 一 2 米 的 直立 圆柱 形 
565 


29527 
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大 桶 ,充满 之 后 从 其 底 上 直径 为 工 = 1 厘米 的 圆 孔 流 
出 , 顷 要 多 长 时 间 ,完全 流 空 ? 
解 取 坐 标 系 如 图 4, 52 
所 示 . 对 于 二 时 间 , 从 山 
孔 流 出 的 液体 体积 dm 三 
0. 15r v2grdi ,而 桶 内 液 
体 体 积 的 减少 量 为 

do 一 一 (50)2dz ,其 中 
工 随时 间 上 的 增 大 而 减 
小 . 流出 的 量 应 等 于 友 内 
减少 的 量 , 于 是 

一 工 9 光 w 2grd 一 

r(50)2dx. 


| =- = 325300 好 葡 
2z6n 属 , 15 AT 


图 人 .52 


印 
1 
t 一 一 33333 一 一 (wz 一 2007， 
ww 


其 中 g = 980 厦 米 / 秒 2: 当 一 0 时 ,* 表示 水 流 完 所 
需 的 时 间 . 因而 所 要 求 的 时 间 
,33333 Y260 
w2X980 
旋转 悼 的 容器 应 当 是 什么 形状 ,才能 使 液 体 流出 时 , 液 
体 表 面 的 下 降 是 均匀 的 ? 
和 解 取 坐 标 系 如 图 4.53 所 示 . 不 妨 设 流 出 孔 的 半径 


一 10648( 秒 )， 


2528. 


为 单位 厘米 . 
仿 上 题 分 析 ,得 


Tracy = 一 TI 


一 一 7 ww 2EYNetEs 


其 中 < 为 实验 系数 ,有 
为 重力 加 速度 ， | .53 
由 题 意 知 


迷人 


如 了 


应 等 于 常数 二 , 邵 


于 是 

旦 一半 
其 中 C 为 常数 , 所 以 , 容 避 应 当 是 把 曲线 ? = Ce 统 
铬 直 轴 CO7y 诈 转 而 得 的 曲面 所 构成 的 . 
镭 在 每 一 时 刻 的 分 解 速度 与 其 现存 的 量 成 比例 , 设 在 
开始 的 时 交 上 一 0 有 镭 名 o 克 ,经 过 时 间 了 一 1600 年 它 
的 量 减少 了 一 半 . 求 镭 分 解 的 规律 ， 
解 设 纪 为 镭 现 存 的 量 , 按 题 设 有 


de 
也 二 ke， 
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2929 . 
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其 中 夫 为 比例 系数 . 即 


cv 
豆 一 一 上 ci 


号 0 
j 名 由 ka ， 


两 端 积分 


从 而 


于 是 


de 一 了 
一 1600.4， 


和 一 ln2-i 细 ， 

所 以 , 镭 的 分 解 规 律 为 

和 @ 一 刀 .2 苹 
恋 换 物质 4 为 物质 呈 的 二 阶 化 学 反 庶 之 速度 与 此 
二 物质 的 浓 座 相 雪 之 积 成 正比 ， 问 经 过 上 一 工 小 时 
在 容器 中 所 售 有 的 物质 五 之 百分率 如 何 ? 设 上 一 0 
分 时 有 20%% 的 物质 有 ,而 当 上 一 15 分 它 变 成 80 忽 . 
钱 。 设 x 为 生成 物 吕 的 浓度 , 按 题 设 有 

人 一 ArGl 一 了 )， 
其 中 皇 为 比例 常数 . 即 


二 (本 一 月) 


下 六 开 
1 ( 诡 一 月 
__ 志 7 ， 
沁 
1 (本 一 各 
t 如 一 本 下 yc 三， 
于 是 谢 锥 形 重 棒 总 的 伸 
长 量 为 图 4. 54 
(本 一 丰 ? 字 
(一 上 二 百 4 
YY 
6 五“ 


i 11， 定 积分 的 近似 计算 法 


1* .矩形 公式 若 函 数 y = y(z) 皇 有 穷 的 闭 区 间 Ka, 妆 上 连续 且 可 
微分 充分 多 次 数 ,并 且 关 一 “二 
47 则 

人 epaz = Ace 二 二 人 十 和-D 十 民 ， 


4 了 7 一 性 十 真 人 一 全，1 >。 4 是 一 


式 中 
他 一 


吕 )2 
玉 ， 十 一 (ea 妆 二 二). 


2。 梯形 公式 ”用 相同 的 记号 有 
| ceoas 一 办 加 王 和 十 Wi 十 3 十 和 十 和 -1 
十 县 。， 
式 中 
57 必 


_ 习 
员 . 一 一 公 一 2 Peter yta 过 让 扫 六 . 
工 2 地 


3” 扫 物 线 从 趟 (辛普森 公式) 的 一 路 ,得 


式 中 


“3 


3 十 业 申 


生生 中 


| >coaz 一 羡 CCm 十 oo 十 4 十 
十 ?ma 十 23 十 十 
十 上 十 呈 ， 
站 (一 如 半 下 了 
及。 一 180m1 TD 


利用 和 窃 形 公式 ka 三 12) ,近似 地 计算 


| S1m 地 全 
由 1 
并 把 结果 同 精 确 答 数 比 较 . 
齐 ' 
解 “一世 
过 自 一 避 。 yn 一 已; 
一 艺 -一 jn 五 一 一 
6 
业 了 纯 里 人 3 3 本 
r; 一 二 一 工 -in 工 一 
2 
并 27 .2mr 
二 3 3 了 名 [人 T 盖 
了 一 3 一 2 jn 3 区 -一 
于 各 9 .5 6 四 一 
6 一: T 6 一 Rsinz 一 站 ; 
了 充 ?区 ， 了 玫 
TT 一 到 一 一 Sin 一 一 


6 ”7 6 


0 26 人 ; 


0 95906959 


1. 5708; 


]. 8138; 


1 309D; 


一 二 .53263 
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fa 一 可 3 一 本 sm 3 了 一 一 3. 6276; 
9 一 权 ， 39 一 sin 池 一 一 4.71243 
工 10 一 10 一 Sin 二 一 一 45345j 
rn 一 “一 sin 上 一 一 2.8798 
按 和 矩形 公式 ,得 
| zsinzdz 


_ 


3 十 为 十 和 十 四 二 办 十 站 二 站 十 入 
十 内 十 四 十 3o 十 3 了) 
一 一 日. 1 39 人 
实际 上 ， 


了 吉 
SO 世人 代 
心 


一 一 .COs 工 | 十 | oszaz 
二 一 0. 2832. 
利用 梯形 公式 计算 下 列 积 分 并 人 情 计 它们 的 误差 


2532，| 衬 - co = 3) 


解 二 一 言 一 0.125. 
0 加 工 因 一 0.75 
如 一 1 一 05i 2 


吓 1 一 


oo| 王 


一 125， 31 一 避 888895 
57 之 


站 一 日 25， ?az 一 曲 ,3; 

Try 一 0. 375， 3 一口 727271 
工 | 一 吕 . 5， 一 三 吕 了 
二 一 昌 ,625， 3 一 D61538: 
6 一 日 .7 和， 36 一 癌 57143# 
7 一口 ,875， 37 一 0.53333( 十 


之 13y 一 4. 80297， 
按 梯形 公式 ,得 
| 位 池 o 十 和 
, 军 州 将 序 沁 关于 关 + 


[| 


一 日 , 12959140.75 十 和. 80297》 


一 0. 69412， 
误 侣 为 
_ ,2 
IR| 一 1 十 5 0 受信 1 
于 是 ， 
< __ 一 3; 
| 有 委 再 文 齐 所 0.0027 一 2.7X10 
实际 上 ， 
1 1 
,一 mdl 十 z| .= ln2 二 0.69315. 
1 好 工 
2533， | 于 和 一 12)， 
_ 工 
0 一 夏 yo 二 了 
30 十 3nz 
1 总 .了 5， 
rt 一 1 一 六 二 05i 2 


| 一 


< 工 = 一 12， 浊 一 站 。 99042; 
.人 一 一 二 ， 入 2 二 一 总 。 吕 号 口 叶 日 # 
二 一 工 ， 加 一 0. 98462; 
人 一 记 ， 了 一 一 心 . 516 和 293 
二 5 一 和 -5 一 局 。 93254 4 
xs 一 三 ， 如 一 0.88889， 
可 
袜 ， 一 15， 2 一 ,名 4333 
mm 一 与， 3 一 昌 . 了 了 1 和 3# 
定 虽 一 才 ， 9 一 己 ， 了 全 呈 号 癌 了 
5 
叱 10 一 百 ， 31n0 一 如. 33 和; 
11 
本 11 一 J7， 一 避 ， 94895 十 
11 
之 /和 一 9.27258. 
fm 】 
按 梯形 公式 ,得 


， dr _ 36 十 切 : 二 
,人 于 2 | 
一 0.0833(0.75 十 9. 27258) 


= 0. 83518， 
误 莽 为 
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1 _ 12 一 6 
12X122 (1 十 辣 ) 


128 一 6 
利用 求 极 值 的 方法 ,估计 得 | 共生 人 


不 超过 2. 于 是 ， 
1 二 -2 一 0.o0ili6 一 1.16X10-，， 


12 X 二 2 
实际 上 ， 
f 过 六 - [二 hn [rr 十 17 
1 十 和 ”6 古 一 二 十 1 


1 2 一 13221 
十 arctg 一 一 一 一 
v 杞 霹 


1 开 
了 3 ww 3 


一 0. 83565. 
*) 利用 1881 题 的 结果 。 


2534， 1 VI -二 sinzrdz 导 一 


填 


月 一 一 分 .61 和 4， 


| 尺 。| 一 (0 安 二 S 1). 


在 [50.1] 上 


0 一 03 一]1; 


江 一 总 ， 6 一 2 
mr 一 7， 人 一 0.9916! 
x+， 一 人 一 09682; 
2 一 本 ， 一 0.9354; 
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邢 


民 4 一 3 1 34 一 昌 .90144; 
六 一 站 ， Ji5 一 昌 . 号 75 《 十 
六 1 xs 4 6722， 
Po 吓 工 
按 梯 形 会 式 , 得 


和 1/ 1 加 十 ?3 
。 _ 和 在 
| 1 一 本 sin za 一 刘 站 十 > > 


1 2 下 


一 0.2618(0. 9330 十 4. 6724) 
一 1, 4674， 
误差 为 


| 及。 | 一 1 2 3 人》 


式 中 y = AI1 一半 sinzz, 0 宝 8 扫 到 .利用 写 攻 ? 


把 
乞 1 及 光一 1 一 二 sin?z, 依 次 求 导 可 得 11 所 二 三， 


于 是 ， 
开 ; AAA 3 
下 二 一 一 一。 一 一 一 _ 一 3 
| 灵 、| 半 文 T7 本 2.59X10 


利用 位 普 森 会 式 计算 干 列 积分 ; 
2535. | var 人 一 4 
和 解 上 太 =2. 
Yo 一 上 ， 0 一 下 
zl 一 3 呈 一 3 一 1.732; 
57f6 


一 吕 ， ae 本 5 = 一 2 站 


二 人 
一 7 了 7， 办 一 7 一 2.646i 
一 和 4 一 了 3 

按 辛 普 森 公式, 得 


| -二 一 羡 CCo。 十 3 十 4 十 3) 十 2Y3] 
1 


Cd 十 41 732 十 2 646) 


十 2(2. 2367)] 
二 17. 323. 
实际 上 ， 
|， Adtz 一 二 xz 一 2 17.333. 
主 马 t+ 3 


2536. | ww 3 十 coszdir 《有 一介 ). 


解 天 一 


村 3 


互 
如 
性 ， 0 一 
于 死 

一 表 ， Y1 一 3 二 cosp 一 Y3866 
1.9661 
可 ， oo 一 Aj3 二 ecos 本 一 V35 一 1.871i 
部 ， ya 一 3 十 cos 广 一 V3 一 1732; 
2 2 元 /让 


577 


一 1. 461; 
4 一 Tv 十 cos 开 一 2 二 1414. 
按 辛 普 森 公式 ,得 


站 ww 十 COS rr 区 


台 1 


一 语 5(2 十 1.414? 十 4(1.966 十 1.736 十 1.461) 
十 2(1.871 十 1.5817) 


一 5.4053. 

2537 ， sde = 10) 
解 和 = 沪 

7 一 人 ww 一] 卫 ; 

庆 | 一 55，2 一 和 sin 区 = 一口 . 99589 

一 ,和 一 二 sin 一 0.98363; 

了 二 和 3 一 sin 和 一 屿 96340; 

ri 一 一 羡 sin 一 0.93549， 

了， 一生 sin 一 0. 90032; 

xz 一 这 ， 六 一 sin 语 一 0. 85839， 

区 于 一 20sin 人 一 如 , 首 ] 了 3 
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十 5 一 站 3 一 ]. 了 7 二 六 
]. 4427. 


2 一， 


按 储 普 森 公式 ,得 
1 et 
clnpnfl- 上 rzry 


旦 CCm 十 36 十 4 十 妇 十 和 站) 
十 2 Vs 十 四 


一 二 5Gl 十 1.4427)》 十 4(1.0812 


十 1.2332 十 1,.3748) 十 2(1.1587 
十 1.3051)] 
二 1. 2293。 
2539， 取 “= = 10, 计 算 加 达 郎 常数 


上 
cG=- | atCe LT 
0 浆 


解 “ 上- 1 

oo 一 站 yo 一 了 ; 

zl 一心 13 一 和 09669; 
< 避 。 之 ， Yo 0 98698; 
证 0 333 一 0. 97152) 
T4 一 个. 一 0-95127; 
s 一 人. 5 35 一 人 .927303 
6 一 Di 一 站 .90070j 
7 一 了 ,yy 避 , 首 7 了 247# 
8 一 用 ,8ya 一 0.843433 
Ts 一 站 ,93 一 癌 .81424， 
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xm 一 1，?yio 一 口 78549. 
按 辛 普 森 会 式 , 得 
(7 一 全 CCy。 十 Wi 十 4 和 十 3 十 和 着 十 3 十 3 
十 2(y 十 妈 十 3 十 3 


区 (1 78540 十 18. 32888 十 7. 364761) 


和. 391597， 
2540， 秋 用 公式 
世人 dz 
4 jl1 十 区 
计算 数 一 精确 到 10 *， 


解 “利用 辛普森 会 式 计 算 其 误差 


RuCz) 一 一 1 < 二 二 ， 
现在 Az) 一] 本 二 ,事实 上 ， 它 是 ? 一 arc tgt 的 导 
数 , 因 而 


0 一 《arc Tt 区 交 7> 
利用 第 二 章 1218 题 的 结果 得 知 
护 0 一 -一 竺 sin 
《1 十 区 :这 
在 区 间 50,1] 上 ， 
|. 产 2(zr)| < 安 24， 


5arc 上 t 去 | 


所 以 


24 
| 民 。5)| 妆 玉 180- 


微 谨 差 小 于 0,. 00001 , 只 吉 
5&1 


24 1 
180P” < 100000” 


即 只 需 取 2 一 12, 就 有 | 尺 .| 委 6.5X 10 
其 次 ,我 们 还 必须 加 进 近 似 于 函数 值 的 误 关 ,设法 
使 这 个 新 的 误差 小 于 3.6 x 10-*, 这 样 , 就 能 悍 证 总 误 


差 小 于 10-5. 为 了 这 个 目的 ,只 要 计算 一 上 L__ 的 值 到 


] 十 交 z 
六 位 小 数 精 确 到 0.5 x 10- 就 驶 了 . 
现 取 z= 王 12, 则 有 
0 一 3 一 1 


zf 一 二 一 0. 993103; 

7 一 半 3 一 0. 972973; 

一 于 一 0. 941176; 

7 一 言 ，3x 一 0. 900000; 

一 已 ,s 一 0.852071; 

2 一 到 ;% 一 0. 800000 
工 


z 一 1737 一 -7 了 4611 和 3; 
一 呈 ,on = 0. 692308; 
z 一 辣 一 0. 640000; 
xie 一 于 yia 一 0.590164; 
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1 一 一 曲 . 543396# 
1， 一 0.500000， 
最 后 得 到 
开 _ 好 区 
芋 ] 十 交 


一 去 Eon 十 yz 十 4 十 3 十 由 十 3 十 3 
十 十 2 十 册 十 姑 十 3 二 Jo 
一 0.7835398 ， 
所 以 
大 一 站 .73835398 六 二 一 3 14159， 
精确 到 0. 00001， 
2541， 计 算 
| en cd 
0 
精确 到 0. 001. 
解 “采用 壮 普 森 公 式 计 算 , 则 其 误差 
R(z) 一 一 12 《88 十 24 生 十 6) 
(0 < < 1)， 


故 有 | 慌 .Czy| < 2 


_ | 
180x 


要 |jR.Cz)| < 一 10-:, 只 须 二 38 -2 


一 人 
1 807 中 < 190 * 即 兵 须 取 


# 一 有 . 
现 取 ”一 人, 则 有 
To 一 属 ro 一] 
5 总 们 


zi 一 3 一 e 南 一 1.0282; 
1 1 
耻 z 一 本 一 e 放 一 1.1175} 


下 4 一 六 yy 一 4 一 ] .84 


| 


1. 55964 


本 5 一 下 3 -一 了 一 二 他 局 芝 丰 和 
6 一 ]，36 一 和 一 .7183. 


于 是 ， 
| ccd 一 CC 十 36) 十 4 十 2 十 35) 
十 2(9s 十 3 二 1.463， 
2542， 计算 


| ee 一 ])ln 一 cz 精确 到 10- :. 


解 “对 于 函数 Fzx) 一 所 在 0 近 扫 1 上 采用 台 劳 展 
式 以 及 相应 的 拉 格 阅 上 余 储 公 趟 来 估算 误差 ， 


ce 一 1 十 z 士 芳 十 莹 十 ， … 十 互 十 dt 


其 中 
加 1 可 下 
所 + 《好 十 131 
et 


(十 1 


和 1 


mr 0<03<1)， 
于 是 


__ 所 n+l 
| 和 | < {《 计 | 171 齐 
5S4d 


从 而 原来 的 积分 数值 为 
了 一 | ce 一 171n 二 dz 


一 Y， 二 | zan 工 yx 十 尼 , 1， 
其 中 
1 ] 
| 及 | 一 | 4.+iln 二 dz| 


1 1 
证 1 一 -二 
逊 


必 
大 《天 十 | 
记 五 一 | am 二 伏 闻 17;, 刚 有 


站 dc 
中 十 Jo 民 


_ 】 ztln 工 | 十 | az 
下 十 1 工 | 表 十 Je 


1 
十 
如 果 取 阅 一 5, 则 有 


| 及 | 扫 车 一 


| 呈 
儿 


1 7 一 了 X 又 7! 
二 1 


6 
一 电 < 一 一 一 一 一 一 
35280 ”35280 一 11 X 104 


各 5 
J 一 > 一 》， 


本 ( 估 十 TI 十 了 


= 下 二 二 二 十 


2 313 414 


16 
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一 去 下 语 十 3 十 识 6 ”8500 击 十 3 
一 0. 31787+ 一 本 3179 十 定 ， 
其 中 | 人 | <s 委 和 00000044 一生 10 是 23 < 0 
注意 到 由 各 ,> 盖 0 即 可 推 知 六 > 0. 于 基 
了 一 了 十 届 一 0.3179 十 (RR 十 生 ) 
一 0.3179 十 【有 一 | 定 | 一 0.3179 十 4， 
此 有 了 = 兰 0.3179, 而 此 时 其 相应 的 误 善 已 有 
玉 Rs, 行 14 | 过 只 es， 
1 和 苦 || 人 > 及 
< Imaxt 呈 | 7 < TD 


注 ”本题 不 能 直接 利用 辛普森 公 NE 


积分 的 近 令 值 , 因 为 被 积 国 数 (e 一 1)tn 的 四 阶 导 


基 数 在 上 一 9 的 右 近 状 是 无 界 的 ,从 而 不 能 估计 出 误 

专 . 所 以 ,上 面 我 们 用 台 劳 公式 来 作 近似 计算 , 这 样 , 计 

算 以 下 估计 误差 都 较为 简单 . 当然 ,也 可 间接 地 和 用 辛 

普 森 公式 来 计算 所 给 定 积分 的 近似 值 , 这 时 需要 或 者 

-改变 被 积 盟 数 或 者 把 积分 区 间 分 成 两 个 . 例如 ,我 们 可 

以 改变 被 积 函 数 如 下 : 令 


1 
了 一 | ee 一 1)ln 二 dx 一 一 | ee 一 TInzrezt ， 
设 fr) = 一 er 一 1)1nz ,车 补充 定 习 


则 Fr 是 0 委 所 1 上 的 连续 本 数 . 由 于 
2 一 1 


1 = 1 Rs 一 is 


产 fr) 一 elnor 十 
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er 一 
本 


一 rz) 十 十 lnzfo <s 工 委 12， 


故 
1 


epaz = jcrpdzt+ | 
十 | unzarz: 
注意 末 


| Araz 一 1) 一 7 子 (07 一 0， 
自 


| 
| nz 妇 《ln 一 开 ) ,一 一 1 
总 
得 
1 ez 一 
-fu -1 


自 员 


于 是 ,我 们 把 求 | ce- 一 1?tn 二 dz 的 近似 值 问 题 , 归 结 


为 求 | 一 二 :dz 的 近似 值 问 题 . 令 g(z) 一 元, 并 
补充 定义 
g(0) = limg(z) 一 1， 


则 gx) 是 0 扫 所 1 上 的 连续 函数 . 由 求 高 阶 导 数 的 
甘 布 尼 兹 法 则 , 易 得 
erP(zr) 一 (一 1)291 
PR 


其 中 PCz) 一 》 CC 一 1)t 邮 1 人 一 1 2). 
直到 业 


可 上 二) 一 (0< 工 妇 1)， 


下 面 证 明 gw (0) 存在 并 且 &(0) = 二 TO 一 
1 2) 首先 ， 由 洗 比 塔 法 则 ,我 们 有 
生生 了 
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. 一 工人 
] (nm) 二 jin 上 
im 8 丰 放 ED 1 


一 Ti e [下 ) 十 刀 (7 
了 十 〖《 开 十 ] er 
一 机 ee 一 1 硬 本 业 
一 太 二 站 
于 是 ,根据 中 值 定 理 , 得 


SS 《0) 一 lim SECz) 一 号 (0) 一 jim 入” () 
委 = 十 用 


区 十 必 工 一 站 
一 访 (0 < 上 < 工 )， 


今 候 定 g“" (0) 存在 且 ge (0) 一 二, 于 是 ， 
ge+rD (0) 一 lim 旦 ”(z) 一 及 ”0) 


工 - 生 十 心 本 一 妖 
一 im ge (7) 一 二 0 < 
根据 数学 归纳 法 , 知 gm(0) 存在 且 
习 一 _] -一 
皇 《站 3 一 地 十 工 《天 一 ] ,过 yo 
让 此 又 知 8 (z) 是 0 委 工 和 1 上 的 连续 函数 (ma = 1， 


2 人 一人) 一 《一 1 由 于 


只 【〔 交 )》 一 er[P(z) 十 五 :rzr) 一 et 人 0 
{ 当 站 < 委 1 时 )， 
故 A(z) 在 50,1] 上 是 严格 增 大 的 ,从 而 
hz ptO 一 0( 当 0<x 扫 1 时 )， 
因此 , 当 0< 二 所 1 时 gr 0ron 一 1 2 所 议 
& ”rr) 是 0 魏 z 扫 1 上 的 严格 增 画 数 人 (一 1,2,)， 
特别 ,g”(z) 当然 是 0 委 工 氢 1 上 的 严格 增 函 数 . 于 


3 生 属 


1 一 1 十 wa > 
-下 


口 ) . 
于 基 , 当 < 了 < 1 时 .有 


oker 一 lyln 过 一 (ez 一 1l)incl 十 ao 


=- 1 二 ze -二 一 一， 
前 面 已 证 函数 g(z) 一 
增 太 的 (注意 ,规定 g(0) 一 “= 1, 故 当 0< 
zc 民 1 时 . 有 
1 < 二 GD) 一 一 1<<2; 
及 而 


19 一 1 10 一 ”> 隐 ， 
o 一 | 必 一 Dinadz<| 本 下 
站 机 寿 -站 


1 一 
< 二 ?| dr 一 人 2 LO 


求 出 函数 (e- 一 Un 二 的 四 阶 导 函 数 的 表达 式 后 , 易 


知 它 在 闭 区 间 10 一 丢 工 科 1 上 是 连续 的 ,从 而 是 有 界 
的 ,并 且 不 难 佑 计 出 其 绝对 值 的 上 界 . 因此 ,可 利用 辛 
普 森 公式 计算 积分 


| .ee -Di 二 az 
的 近似 值 , 使 误差 的 绝对 值 小 于 0.8 x 10-. 显然 , 若 
以 此 作为 积分 | te - 1)in 十 的 近似 值 , 则 其 误差 的 


绝对 值 小 于 10“. 由 于 计算 较 繁 ,从 上 略 . 
2543、 近 似 地 计算 概率 积分 


| ea 
各 
解 ” 作 变 换 
一 上 
1 一 志 

刚 积 分 

十 1 

3 __ 一 ] 
| e 了 刘 工 | 局 dt 


由 于 题 中 对 精确 妆 未 标 出 明确 要 求 , 故 关 可 任 取 . 例如 
取 六 一 路 一 18, 定 一 二 , 则 有 


于 一 旭 ，y70 一 下 ; 

] 
1 一 ] 间 4 一 4. 46894 1; 
-一 ya3 一 2 二 2 


+ 和 43 一 司 ,83415 3 


"ys 一 0 人 1414; 


上 一 


] 
号 
圭 
折 
四 
f4 一 0 一 中 . 04 和 96 
18 
1 
本 2 一 寺 。 50460 3 
7 二 二 由 yy7 一 了， 1 二 二 1 1 ; 
18 ” ”7 
生 
上 本 0 一 呈 . 4 人 5 
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一 二 4 一 5 88607 3 
9 一 
车 一 一 2 一 2， 直立 之 全 立 
坟 1 1 一 一 二 911 一 了 志 3 人 5 


上， 一 呈 ,2 一 0. 32968; 


5 = 六 4 一 0.06009 
站， 一 襄 ,23u =- 0.00010 
ts 一 - 言 ，43ns 一 下 
1 一 总，2ym 一 屿 ; 

一 了 = 间 3 


mu 
过 
二 
CD 
本 
下 
必 
D 
霹 


| 


按 辛 普 森 会 式 ,得 
| “az 一 | 让 儿 


心 


| z 
oo line 过 一 让 


全 
一 (1 十 4.46894 十 2.49201 


十 5.53415a 二 3.04696 十 6. 61414 
十 3.50460 十 ?7.14411 十 3.41685 
十 引 88607 十 2.12232 十 2. 23855 
十 站 32968 十 D. 06009 十 0000107) 
47.85857 
544 
训 吕 人 


= 一 0. 88627. 


2544.， 返 亿 地 求 上 出 半 轴 为 = 10 及 =6 的 横 贺 的 周 长 ， 
解 设 精 贺 的 参数 方程 为 


字 一 10costyy 一 6Ssintf. 


于 是 有 必 = wz 二 wsE=10.11- 和 sinzfde， 


其 而 得 燃 圆 的 周 长 为 


5 一 4 一 40| ,一 sina 
2 


现 取 # 一 中 一 6 近似 计算 积分 


『 af 1 一 区 sin3 他 


2 开 盖 中 ”3 z 民 2 十 Y3 引 


| 一 一 
注意 到 扣 上 13 了 + Si 15 一 了 
卢 == 交 ， 
2 即 有 
四 一 人 = 上 ; 
区 16 
呈 一 JT54 一 二 1 一 2 3 ) 


fi 一 一 


号 开 
4 一 45 一 4Aj 一 基 .十 (2 十 v 了) 


局 3 
Fa 
人 
和 
j 
ks 
jw 
j 
局 | 忌 
人 | 
】 
性 | | ra 
| 
站 
中 
心 
[ee 


2045. 
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按 储 普 森 公式 ,得 


, ] 一 sin 本 


Lau 十 36 十 4 十 有 十 5 十 2 十 3 


一 和 (1 十 0.6 十 3.913 十 3.298 十 2.539 十 1.833 


十 1. 442》 
二 1 276， 
所 以 ,本 圆周 长 的 近似 值 为 


3 一 io ,1 1] 一 358sinzrdt 
一 40X1.276 一 51.04， 
取 4Az = 读 , 按 点 子 作出 函数 
> 一 | Sea 《0 所 T 扒 - 2r) 
的 图 形 . 
解 。” 取 " ~ 2& 一 6 计算 数 * ~ | Sintdr 的 值 . 
先 计算 y = | sintdr. 由 于 刀 = 和 . 目 
ti 一 必 yo 一 1; 


1 一 JE4y， 一 呈 ， 号 丰 ; 


刀 一 工 ,2y， 一 1.960; 


9 
ti 一 42 一 3. 820; 
4 一 全,2y， 一 1 8341; 
区 
了 一 T8 4 一 习 ， 511:; 
症 一 王 ,394 一 属 . 8S27. 
按 辛 普 森 会 式 . 得 


| Sotdt 一 (1 十 0.827 十 3.980 十 3.820 


如 
十 3.511 十 1.969 十 1.841) 
二 0. 99， 


再 计算 y 一 |， Sede. 由 于 二 一 二 ,有 


ti 一 略 3 一 1 
1 43， 一 3, 919; 


fa 一 竺 ,2y。 一 1. 5413 


1 一 本 434 一 3. 308; 


十 并 
上 一 0 


| 


1.411# 


号 开 
9 ,4435 


过 07 


和 .， 一 昌 , 413. 


站 
吕 : 
| 


所 以 、 
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2 ， 
| St 一 入 十 .413 十 3.919 十 3. 308 
有 


十 2.257 十 1.841 十 1.411) 
一 1. 65， 
选取 适当 的 ** 类 似 地 可 求 得 


| Seae = 1.85， 上 snt yy = ]. 了 2 
站 0 站 


5 2 
| Store 1. 52; | Snte 二 1.42， 
办 芋 站 过 


列表 作 图 如 下 (图 4,55)> 
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